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Przedmowa 


Jednćm z najgłówniejszych narzędzi, używanych we wielu. 1 d 
gałęziach matematyki, jest bez wątpienia wyznaeznik. 
Znajae jego główne zasady, można przy różnych badaniach 
matematycznych w łatwy sposób dojść do rezultatów pożą- 
danych i pracom nadać eleganeya matematyczną, w skutek 
krótkićj i zwięzłćj formy zewnętrznej. Ponieważ wyznaczniki ` 
tak ważną odgrywają rolę w matematyce, a ich teorya, we p 
wielu dziełach podana, w skutek użytćj krótkości młodym e 


D 
w 


matematykom wielkie sprawia trudności, przeto podjąłem sie - y 
 téj pracy, aby naukę o wyznacznikach młodym matematy- ` 
kom przystępniejszą uczynić. 
Badania francuzkiego matematyka Kramera, ogłoszone 
r. 1750 w dziele: Introduction à l'analyse des lignes courbes al- | 
gebriques, dały początek teoryi o wyznacznikach. Po tym ` 
sławnym matematyku ma wielkie zasługi do tćjże teoryi — 
 Bóćzout wswćj rozprawie: Recherches sur le degré des ćqua- 
tions resultantes de l'évanouissement des inconnues, et sur les mo- E 
jens qu'il convient d'employer pour trouver les équations, podanéj ` ` 
r. 1764 w Histoire de l'Academie Royale des sciences. U tych ` 
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jen: t oe o. NINOS n OS eorr E NE 
dwóch matematyków znajduje się najpierwéj nazwa ,resul- 
tante“ i główne zasady wyznacznika, lecz bez dowodów. 
Niemcy datują początki wyznacznika od r. 1693, do- 
 wodzae, iz Leibnitz w swym liście do L'Hospitala 
wzmianki robi o wyznaczniku. 

W roku 1772 ogłosił Wandermonde pracę pod tytu- 
lem: Mémoire sur l'équation. Tu po raz pierwszy znajdujemy 
prawa o zmianie znaku i o znikaniu wyznacznika. 

La Place zajmuje się wyznacznikami w pracy pod 
. tytułem: Recherches sur le calcul integral et sur le systóme du 
monde. Lagrange w pracy swćj o ostrosłupach, umieszczo- 
néj w Nouveaux memoires de l'Academie Royale de Berlin, 
1775 r., używa wyznaczników trzeciego stopnia i wspomina 
o niektórych własnościach tych wyznaczników, które także 
zastósować można do wyznaczników stopni wyższych. Gauss, 
używając po raz pierwszy nazwy „determinante*, dowiódł 
w swych Recherches aritmćtiques 1807 r., że iloczyn dwóch 
wyznaczników drugiego i trzeciego stopnia także jest wy- 
znacznikiem odpowiednio drugiego i trzeciego stopnia. Naj- 
większego postępu i rozwoju doznała teorya wyznaczników 
przez sławnego Koszego (Cauchy). Epoke tćj teoryi sta- 
` nowi jego praca pod tytułem: Sur le nombre de valeurs qwune 
fonction peut acquerir ete. W roku 1841 ogłosił Jacobi swe 
ważne badania nad wyznacznikami, a jego dwie prace: De 
formatione et proprietatibus determinantium i De determinantibus 
functionibus, ustanowiły i ugruntowały, można powiedzieć, sy- 
stematyczną teoryą wyznaczników. Późnićj nastąpił cały sze- 
reg prae znakomitych matematyków, których nazwiska tu 
podług narodowości podamy, a mianowicie: z angielskich: 
pp. Cayley, Sylvester, Boole, Salmon, Spottis- 
woode etc.; z franeuzkich: pp. Hermite, Combeseure, 
Painvin, Bertrand, Catalan i inni; z włoskich: pp. 
Brioschi, Betti, Bellavitis, Genocchi ete.; z nie- 
mieckich: pp. Clebseh, Arnhold, Kronecker, Kum- 
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mer, Borchardt, Hesse, Joachimsthal i inni; zpol- - 


i ` 


skich: pp. Barezyński, Zajączkowski, Żmurka i 
Trzaska. 

Z dzieł wykładowych przytoczymy tu kilka najznako- 
mitszych. Po polsku napisał p. Trzaska „Krótkie wiado- 
mości o wyznacznikach*, znajdujące się jako przypisek 
w pierwszym tomie dzieła bardzo obszernego pod tytułem: 
„Zasady rachunku różniczkowego i całkowego z zastósowa- 
niami przez W. Folkierskiego*. Jedno z najlepszych dzieł 
dotychczas znanych jest dzieło Brioskiego (Brioschi) pod 
tytułem: La teorica dei determinanti, Pavia 1854. To dzieło 
doznało wielu tłómaczeń, z których niemieckie ma tytuł: 
Theorie der Determinanten und ihre hauptsaechlichsten Anwendun- 
gen von Dr. Francesco Brioshi, aus dem Italienischen übersetzt 
von Professor Schellbach, Berlin 1856, bei Dunker und Hum- 
bold. Tłómaczenie franeuzkie wyszło pod tytułem: Théorie des 
déterminants et leurs principales applications, par F. Brioschi etc. 
traduit de l'italien par Eduarde Combescure etc. Paris, 
Mollet - Bachelier, 1856. Znakomite dzieło jest także angiel- 
skiego matematyka Salmona pod tytułem : Lessons introduc- 
tory to the modern higher algebra, second edition, Dublin, Hod- 
ges, Smith and Co, 1866. Tłómaczenie franeuzkie tego dzieła 
ma tytuł: Leçons d'algebre supérieur, par G. Salmon etc., tra- 
duit de l'anglais par Bazin etc., augmenté de notes par Her- 
mite ete, Paris, Gautier - Villars, 1868. Niemieckie tłómaczenie 
wyszło pod tytułem: Vorlesungen zur Einführung in die Alge- 
bra der linearen Transformationen von Georg Salmon, deutsch 
bearbeitet von Dr. Wilhelm Fiedler, Leipzig, Teubner, 1863. 
Nareszcie wspomnieć tu możemy o dziele niemieckiem, które 
także się odznacza dobrem wykończeniem, pod tytułem: 
Theorie und Anwendung der Determinanten von Dr. Richard 
Baltzer etc., zweite Auflage, Leipzig, Hirzel, 1864. 

Kończące te krótkie wiadomości historyezne, oddaję ni- 
niejszą książkę ku posłudze młodzieży, oddającćj się studyom 
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w mój. pracy znaleźć mogą; z wielką wdzięcznością nie- 
ER 3; 4 21 
| om Pa z ich rad korzystać. 


= Pisałem we Wrocławiu dnia 5 Grudnia 1876. Se 


Dr. Antoni Żelewski. 
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Str. wiersz 


1 

2 ostatni 
|| 6 90 od góry 
om 10 od góry 


m 20 6 od dolu 
|». 21 14 od góry 
32 6 od dolu 
97  2od góry 


. 44 12 od dołu 


|. 52 8 od góry 
^. 88 9 od dołu 
Aë 2 od góry 
d 86 8 od góry 
86 3 od dołu 


t 99 6 od góry 
|. 108 7 od góry 
124 7 od góry 
124 ostatni 


—— 


zamiast : 
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ROZDZIAŁ I. 


WSTĘP. 


Objaśnienia grup i zepsuć porządku, — Twierdzenie o zepsuciach porządk 
w grupie lub przemianie. — Kilka oznaczeń. — Prawo o znakach iloczynu ` 
składającego się z czynników z podwójnemi wskaźnikami. — Twierdzenia 
o znakach iloczynu, skoro się dwa wskaźniki Inb dwa czynniki przestawiają. 


p 
— 
H 


Objaśnienie 1. Pod grupą elementów danych rozumiemy 
układ elementów w jakimkolwiekbądź porządku. Ke" 
Mając pewną liczbę elementów a, b, e, d, następujące 
grupy z nich złożyć możemy: 


a, €, ab, ca, acd, abd, aacd, addcca, ete. za 


Objaśnienie 2. Grupa, wszystkie elementa dane w ja- ` 
kimkolwiekbądź porządku zawierająca, nazywa się prze 
ı ianą. Np. z 


abcd, abdc, acbd, acdb, ete. 


Objaśnienie 3. Grupy elementów podzielić możem na 
' grupy dobrego i zepsutego porzadku. 
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i Se SE EE "elementa 
od lewéj do prawéj strony tak po gie następują, iż nigdy 
element późniejszy przed wcześniejszym się nie znajduje. Np.. 


abed, adeg, fhmo, 1234, 1451, 69, 178, 3579. 


Skoro w grupach dobrego porządku którekolwiek ele- 
. menta przestawiamy, to otrzymujemy z nich grupy zepsu- 
tego porządku. Np. 


cadb, dgac, 3142, 6154. 


Ćzh 

A i $ 2. 

7 y d 

a Objaśnienie. Dwa elementa grupy tworzą zepsucie po- 


rządku, skoro pierwszy element jest wyższym lub później- 
szym od drugiego. Grupa 3412 ma następujące cztery ze- 
psucia porządku: 


31, 32, 41, 42. 


R Grupa fedab zawiera w sobie ośm zepsuć porządku: 
? fe, fd, fa, fb, ca, cb, da, db. 
AS 
B $ 3: 
b: 
LA Twierdzenie. Jeżeli dwa elemeuta w jakićjkolwiek prze- 
= mianie miejsca swe zmieniają, wszystkie inne zaś na swych 


| pozostają miejscach, natenczas różnica zepsuć porządku pier- 
— — wszćj i drugićj przemiany jest liczbą nieparzysta. 
„Dowód. Przemiana pierwsza ma być 


SÉ AmbBnC, 
druga zaś, w którćj elementa m i n miejsca zmieniają, 
AnBmC, 


m jest niższym, lub wcześniejszym elementem od n. Litera A 
. .  eznacza grupę elementów stojących przed m, B grupę ele- 
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stępujących. Ponieważ liczba zepsuć porządku element 
w A pomiędzy sobą i z wszystkiemi elementami po A nast d 
pującemi w obydwóch przemianach jest jedna i ta sama, i 
ponieważ to samo powiedzieć można o liczbie zepsuć po- © 
rządku elementów w € pomiędzy sobą i z elementami a 
do grupy A: przeto dowód nasz zależeć będzie li tylko od 
grup następujących : dE: 


mBn, nBm. 
Jeżeli B się z b elementów składa, pomiędzy któremi — 
b, elementów jest wyższych od m, b, elementów zaś wyż 


szych od n,i jeżeli ? oznacza liczbę zepsuć porządku w gru 
pie B, natenczas mamy | 


LA Lët 


zepsuć por ządku w grupie Bn, ponieważ b—4b, elementów ` 

w B jest niższych od m, 8 oznacza liczbę zepsuć porządku 

w Bi b, elementów jest wyższych od n. : 
Grupa nBm ma zaś 


b —b,--1--8--5, 


zepsuć porządku, ponieważ » jest wyższym elementem « od — 
b—b, elementów w grupie B i od elementu m,  oznaeza 
liczbę zepsuć porządku w P i ^, elementów w JB jest wyż- 
szych od m. 

Różniea pomiędzy zepsuciami porządku w grupach 


AmDnC i AnBmC 
być wie: musi: 
b—b 18+ EEN 
albo 
2(bi—b,) +1 


co widocznie jest liczbą nieparzystą. 
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wą : 


i. ale 


84. 


— — Wniosek. Jeśli jakakolwiek przemiana danych elemen- 
si doen ma parzystą liczbę zepsuć porządku i w tćj przemianie 
- dwa elementa przestawiamy, to powstająca przemiana w sku- 
tek przestawienia mieć musi nieparzystą liczbę zepsuć po- 
rządku; odwrotnie zaś, jeśli pierwsza przemiana ma niepa- 
rzystą liczbę zepsuć porządku, to druga przemiana mieć musi 
Boom liczbę. W przemianie 45312 mamy następujących 
 oëm zepsuć porządku: 


43, 41, 42, 53, 51, 52, 31, 32. 


„Ap: 


4 
A 


Przestawiwszy elementa 5 i 1, oabieramy przemianę 
41352, która ma pięć następujących zepsuć porządku: 


: 41, 48, 42, 32, 52. 


$ 5. 
Zadanie. Z następujących elementów danych 1, 2, 3, 
4, 5, 6, 7, wynaleść wszystkie przemiany z tychże elemen- 
tów się składające. 

' Rozwiązanie. Ustawiwszy wszystkie elementa w dobrym 
porządku, odbieramy pierwszą przemianę, z którćj wszyst- 
Ke inne wydobyć możemy w sposób następujący: Od pra- 
wćj do lewćj strony poszukuje się element, niższy od ele- 
mentu po jego prawćj stronie stojącego, na miejsce tego niż- 
SŠ szego elementu kładziemy z elementów po jego prawéj stro- 

nie stojących taki, który jest najpierw wyższym od niego, 
WG. _ potóm dostawiamy po prawćj stronie pozostałe elementa 
2: . i element wyrugowany w dobrym porządku. Postepujae w ten 
= sposób dalćj, przyehodzimy nareszéie do ostatnićj przemiany, 
y z którćj żadnćj innćj wydobyć nie można, ponieważ wszyst- 
|. kie elementa stoją w odwrotnym porządku od pierwszéj 
ES przemidny. Np. Í 
v 7 
|| 


„ 


A 
» 
>, 
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1234567 
1234576 
1934651 
1234675 AE 
1234156 | 
1234165 


....... 


5216041 


W przemianie na końcu stojaeéj spotykamy od prawćj 
do;lewéj strony na szóstém miejscu element 2, który niższym 
jest od elementu znajdującego się po prawćj stronie 7. Na 
miejsce elementu 2 kładziemy z elementów po prawćj stro- — — 
nie stojących wyższy element 4. Przemiana następująca roz- 
poczynać sie więc będzie grupą 34. Dobrze uporządkowana 
grupa z reszty elementów jest 12567. Dostawiwszy do pier- 
wszćj grupy drugą, otrzymujemy przemianę w kształcie na- 
stepujaeym : 3412567. 

Postepujae daléj w ten sam sposób, przychodzimy na- 
reszcie do ostatnićj przemiany 7654321. stat EK 

Przemiany z dwóch, trzech, czterech danych elementów 
możemy tu podać. e 


12, 21. 
123, 132, 213, 231, 312, 321. 
1234, 1243, 1324, 1342, 1423, 1432, 
2134, 2143, 2314, 2341, 2413, 2431, 
3124, 3142, 3214, 3241, 3412, 3421, 
4123, 4132, 4213, 4231, 4312, 4321. 


$ 6. 
Twierdzenie. Jeżeli we wszystkich przemianach ele- ` d 


mentów danych jedne i te same dwa elementa miejsca swe 
zmieniają, to znów wszystkie przemiany powstają. 
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|... Dowód. Ponieważ dwa dowolne elementa przed zmie- 


p. nieniem swych miejse we wszystkich przemianach różne mają 
| położenia co do siebie i co do innych elementów, przeto ich 
|| położenia być muszą także różne we wszystkich przemianach 
. ` pe zmienieniu ich miejsc. Po zmienieniu miejsc nie mogą 
` zatém żadne równe przemiany powstać. Mając wier przed 
. zmianą miejsc wszystkie przestawienia, musimy je koniecznie 
` po zmienieniu odebrać. Np. 


123, 132, 213, 231, 312, 321. 


ZA Skoro tu elementa 1 i 3 we wszystkich przemianach 

. miejsca swe zmienią, to powstają znowu wszystkie prze- 
" RS . 

miany w następującym porządku: 


321, 312, 231, 213, 132, 123. 


Przestawiwszy w tych przemianach elementa 1 i 2, 
mieć będziemy znowu wszystkie przemiany, i to: 


312, 321, 132, 123, 231, 213. 


EL Objaśnienie. Wyrażenie symboliczne «,, ma oznaczać 
= ilość, któréj wartość się zmienia, skoro wskaźniki p, 4 się 
= zmieniają. Każdy z wskaźników p. q przyjąć może każdą 
M E liczb następujących : 


H 
j 9 
t;2095-la 


adm Wyrażenia ajs 4,4, dą, dzą, dai. Agu; da, Ann przedsta- 
zak "` wiają zatém różne ilości. Tak samo mają różne wartości ilo- 
- ezyny następujące : 


04,055 033 Ay, Ou fan d43 dzy, Ou fu 055 Ou: 


Objaśnienie. Z iloczynu tun daags, ae MOŻNA 1.2.9... 
różnych iloczynów utworzyć, przemieniając na wszystkie spo- 
soby pierwsze lub drugie wskaźniki. Np. 
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Kei p, SĄ" GO, $ ai Tee = pr EP. v uma EC A adn 4 


4,,05)0545 4,055455 ; (5,045054 5 Qyjdządyz; Uzlat) (315305. 
(110550535. 0,055053); 019051034 5 0505304, 5. 0,515,055; 0130533. 


Iloczyny, w ten sposób utworzone, można złączyć w je- 
den aggregat lub w sumę algebraiczną, skoro jakieś prawo 


ustanowimy, na mocy którego iloczynom pewne można udzie- 


lić znaki. 


8 9. 
Prawo dla znaków. 

Jeżeli iloczyn, składający się z » czynników z podwój- 
nemi wskaźnikami, w aggregat lub w sumę algebraiczna weho- 
dzi, to udzielamy mu znak dodatni, jeżeli ilość zepsuć po- 
rządku |pierwszych i ilość zepsuć porządku drugich wska- 
źników razem wzięte tworzą liczbę parzysta; jeżeli zaś ta 
liezba jest nieparzystą, wtenczas iloczyn bierze znak odje- 
mny. Zero uważa się naturalnie jako liczba parzysta. 

Na mocy tego prawa być musi iloczyn 

"gu zd44ląz dy yz 
dodatnim, ponieważ zepsucia porządku pierwszych wska- 
£ników : 
42, 43 
i zepsucia drugich wskaźników : 
31, 32, 41, 42, 51, 52 

razem wzięte tworzą liczbę parzystą 

2+6=8. 

lloezyn -L-4,,4,,75,45,4,, jest także dodatni, ponieważ 

zepsucia porządku pierwszych i drugich wskaźników 
43, 42, 32, 
32, 31, 42, 41, 52, 51, 21 
tworzą liezbe parzystą 3 -|- 7 = 10. 
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pe 


UR a a 


z Iloczyn zaś — 4 344,45545,0. 51 Gran odjemny, mamy bo 2^ 
CN wiem dziewięć zepsuć porządku pierwszych i i drugich wska- 
E. źników, więc liczbę nieparzystą, i to: 


42, 43 
32, 31, 42, 41, 52, 51, 21. 


$ 10. 


T Wniosek. W skutek prawa paragrafu ostatniego można 
= sześć iloczynów w $ 8 utworzonych w następującą złożyć z 
.  . sumę algebraiezną: 


> 

v. (005033054 — 04033093 — üy 043053 7-051 053 3-034 03 3053 — by 05, z. 
> Na mocy tego samego prawa mamy także: 

* > (0 44 033055— 4, 053052— 4, 302, 0531-0 05305; "Ou 305 dzy — 0,302331 
26 E 

ES 8 1L. 

"a -~ "Twierdzenie. Jeżeli w iloezynie składającym się z n 


(|. czynników z podwójnemi wskaźnikami dwa pierwsze lub 
dwa drugie wskaźniki miejsca swe zmieniają, to iloczyn zmie- 
nia znak swój. Dowód wynika z $4i z $ 9. 


A $ 12. 


"Twierdzenie. Jeżeli w iloczynie z » czynnikami i z po- 
dwójnemi wskaźnikami dwą czynniki swe miejsca zmieniają, 
to natenczas iloczyn nie zmienia ani znaku ani wartości. 

Dowód. W skutek przestawienia dwóch czynników prze- 
|. stawiają się dwa wskaźniki pierwsze i dwa wskaźniki dru- 

gie, przeto nie może na mocy $ 4i $ 9 iloczyn znaku swego 
zmienić. Że wartość się zmienić nie może, rozumie się samo 
przez sie. 
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ROZDZIAŁ II. 


Definicya wyznacznika, — Pierwszy sposób rozwinięcia wyznacznika, — 1 ' 
Równość wyznaczników w różny sposób rozwiniętych. — Twierdzenia o wi: ` 
znacznikach, skoro wskaźniki się przestawiają. 


$ 18, 


Definieya. Wyznaeznikiem nazywamy sumę algebraiezną © j 
z 1.2.3..n iloezynów powstających z iloczynu Ds 
09441053033 +. + Gun 


jezeli z pierwszych albo z drugich wskaźników wszystkie ` E 
urabiamy przemiany i tym iloezynom podlug prawa 8C KR 
udzielamy znaki. 


8 14. 


Objaśnienie. Iloczyny, z których wyznacznik się składa, 
nazywamy wyrazami, czynniki zaś iloczynów nazywają się 
elementami wyznacznika. 


Elementa 
: apg 1 Ap 
albo szczegółowo 
Ce 4j d ap 
nazwiemy elementami sprężonemi (elementa conjugata). 
A 1* R 


A ` hüpionorgpl d 


MS + A Keck de SC cs d'KZ x. 


i HE -Rlementà z równemi wałażnikami. E T ags: App, SĄ 
_ główne elementa, a wyraz z głównych elementów złożony 


P Ayydaqdz3 + + 1 + Ann 


AM jest glównym wyrazem wyznaeznika. 
|. Wyznaeznik oznacza sie najczęścićj w sposób następujący: 


Z(4a,,0,54,4...4,,) albo (a, a5544...454). 


8 15. 


Sposób pierwszy rozwinięcia wyznacznika. 


Najprzód piszemy glówny wyraz wyznaeznika, z któ- 
. rego potém wszystkie inne wyrazy wywodzimy, tworząc po- 
- - dług $5 wszystkie przemiany z pierwszych lub drugich 
= wskaźników i udzielając wyrazom znaki podług prawa $ 9 
Im należyte. 

t Mamy zatém: 


X(Ta,4,4)92,, 039—434, 
Z(F4 029) 435—324, 


Zaj ays) =a]; 03304 — a, tute — 31, 303-|- 
t 
Bel E 


Ai $ a 
Z(a,,0550,5)—4, Gadz —04 daat — 04304 1033-1- 
-Ha 230z 1743031 53 — € 303345, . 


Ata 1 dządzy yy )==Q 0530,50, —4 935 0,45 veel: 
-Ha 1 dzzd34049-|-04 4, ,055044— th 024055044 — 
— ąda; 55,44 ]-, 209 0540.43], 0:341 d44— 
— 4, 3093054044 —4, 202402, 43-]-0, 454053641 E 
-F436933 033044 —0 2, 05,04) — 50230, (44-]- 
71-4445305,44,4 -|-0 45403; 1,3 — 0, 503405304 — 
— 4034 03343 -4, 4091 daat af 4053 034 445— 
— 4, 093055444 —4, 405,5 43 1-4; 40350554, . 
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Ze ZC A? "Hi Å " x 1 
ddp a o0. caa WE ha E. p dio D WEN ATM TTT? 


$ 16. E 


Twierdzenie. Wyznacznik, utworzony w skutek przesta- 
wień pierwszych wskaźników, jest równy wyznacznikowi, 
utworzonemu za pomocą przestawień drugich wskaźników. 

Wyznacznik, powstający w skutek przestawień pier- 
wszych wskaźników, oznaczmy przez D, drugi wyznacznik 
zaś, który powstaje za pomocą przestawień drugich wska- 
źników przez /4. Jeżeli dwa elementa stopniowo w każdym 
wyrazie wyznacznika tak długo przestawiamy, aż pier- 
wsze wskaźniki się znajdują w dobrym porządku, wyraz 
żaden podług $ 12 nie zmieni ani wartości ani znaku. Po- 


nieważ przed przedstawieniami elementów w D się znajdo- ` 


wało 1.2.3...n różnych wyrazów, to i po przestawieniach 
tyle ich różnych być musi. W skutek przestawień pierwsze 
wskaźniki znajdują się w dobrym porządku, drugie wska- 
żniki muszą być zatém na wszelkie sposoby przemienione. 
Skoro wyrazy tak uszykujemy, iż przemiany drugich wska- 
źników podług prawa $ 5 po sobie następują, to otrzymamy 
wyznacznik ^A. Z tego wynika, iz jest 


D:=5 N; 
Przykład. 

D= 44, 65054 —A, lga lzy — 09, (1334 1-051 033, 5-64, daa -|- 
Faz 90, g= 

= dy 35033— 4 3143 —À 4 34194 0331-0, 404585 11-0, 4034 033— 
— 0130439031 — 

74, 4 oy — ih qo — th 303443 Fi 408; 53 1-043033031— 
7314035031 — 


depo ^ | 
= 4, dyzdzz A + Gg dzy ft 09, 0437-4 3025 Gz, 7170, 30 033— 
—44 30403, — / X 


8 17. 


Twierdzenie. Jeżeli we wszystkich wyrazach wyznaez- 
nika, powstałego z przemian pierwszych wskaźników, dwa 
te same pierwsze wskaźniki przestawiamy, wyznacznik zmie- 
nia znak swój, lecz zatrzymuje swą wartość. 
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- Dowód. Wyznacznik, rozwinięty za pomocą przemian 
pierwszych wskaźników, oznaczymy przez D, a sumę wy- 
razów, która z D powstaje, jeżeli jedne i te same dwa pier- 
wsze wskaźniki we wszystkich wyrazach zmieniamy i znaki 
wyrazów zatrzymujemy, przez ^. Z $ 6 wynika, iż w ^ 
wszystkie przemiany pierwszych wskaźników się znajdują, 
przeto mamy w /4 te same wyrazy eo w D, tylko w in- 
nym porządku. Ponieważ podług $ 11 w skutek przestawie- 
nia dwóch wskaźników każdy wyraz swój znak zmienić po- 
winien, zatém maja te same wyrazy w D i w A przeciwne 
znaki, tj. 


D=—N. 
Przykład. 
Jär 4 0550434, 39035 —0 4 att rien 0330 51-054 4190155 — 
—760316023043. 
Przestawiwszy pierwsze wskaźniki 2 i 3, otrzymamy: 
£N 044 azg try — h 1023054 03; 4, 053 1-01 0230, g-a 0 3033 — 
- zi EL E 
Dając tym wyrazom porządek wyrazów w D, mieć 
będziemy : 


Zänn ant |-04 4 033025-|-09 04 301,43 — 451 0541, 43; , 3053 - 
Faz 0230 3. 


Porównawszy wyrazy w D z wyrazami w /^, widzi- 
my, iż jest 


$ 18. 


Wniosek. Jeżeli w każdym wyrazie wyznacznika, po- 
wstałego w skutek przemian pierwszych wskaźników, na- 
przód dwa te same, potém znów inne dwa te same i t. d. 
pierwsze wskaźniki przestawiamy, i jeżeli takich przestawień 
jest parzysta liczba, to wyznacznik nie zmienia ani warto- 
ści ani znaku; skoro zaś ta liezba jest nieparzystą, to wy- 
znacznik zmienia znak, ale nie swą wartość (zob. $ 6i $ 11). 
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Wniosek 2. Jeżeli we wszystkich wyrazach wyznaez- 
nika, który za pomocą przemian drugich wskaźników po- 
wstaje, dwa te same drugie wskaźniki przestawiainy, wy- 
znacznik nie zmienia swćj wartości lecz znak swój (zobacz 


8 16). 


8 20. 


Wniosek 5. Jeżeli w każdym wyrazie wyznacznika, 
powstałego w skutek przemian drugich wskaźników, naprzód 
dwa te same, potóm znów inne dwa te same i t. d. drugie 
wskaźniki przestawiamy, i jeżeli tych przestawień jest pa- 
rzysta liczba, wyznacznik nie zmienia ani wartośći ani znaku, 
skoro zaś ta liczba jest nieparzysta, to wyznacznik nie zmie- 
nia wartości lecz znak swój. 


$ 21. 


Twierdzenie. Jeżeli we wszystkich wyrazach wyznacz- 
nika, za pomocą pierwszych wskaźników wywodzonego, dwa 
te same drugie wskaźniki przestawiamy, wyznacznik nie 
zmienia wartości lecz znak swój. 

Dowód. Wyznacznik, z powodu przemian pierwszych 
wskaźników utworzony, oznaezmy przez D, sume algebraiezną 
wyrazów po przestawieniu dwóch tych samych drugich wska- 
4ników we wszystkich wyrazach zaś przez A. 

W skutek przestawień powinne wszystkie wyrazy po- 
dług $ 11 swe znaki zmienić, skoro więc po przestawieniu 
nie zmieniamy znaków przed wyrazami, to wszystkie wyrazy 
w A mają niewłaściwe znaki. Ponieważ w ^A wszystkie 
mamy przemiany pierwszych wskaźników, przeto mamy w ^ 
(1.2..3....n) różnych wyrazów. Jeżeli teraz w kazdym wy- 
razie takie dwa elementa przestawiamy, iż drugie wskaźniki 
dobrze będą uporządkowane, w skutek czego wyrazy ani 
znaków ani wartości na mocy $ 12 nie zmieniają, natenczas 
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ki - COUCHE 377 Pu » s d 


" 


WT < 


e "4 ana UT fe: 


b. 
ch b. 


' 
» 


musimy ot „ymać um " a idiotów. p? 
KC nieważ drugie wskaźniki dobrze są uporządkowane, przeto 
|. mieć musimy wszystkie przemiany pierwszych wskaźników. 
|. Zatém być musi 


Kei eer 
Przykład. 
e D — 4,635044 4, 043054—— 05, 04 055 —]- 051 03301 3-]-0534 d 30:53— 
EK =—=dzrd2201 3* 
aj |. Przestawiwszy tu drugie wskaźniki 1 i 3, otrzymamy: 


j = 30403 — i zAzą0yj — igl 305, Fag 134, -|-d354 902, — 
J 
; — 03502530, . 


RT V: Jezeli pierwszy z trzecim elementem w kazdym wyra- 
|. zie przestawimy, odbierzemy: 


Å= tz 03311, 3— 0310534, 3— 03 t 311,3 1-0, 1033453 Jang 3033 — 


e; 

d Zeg — 7044095053 = 
OE — (— 310230, 471-453 0530, 41-0341, 2053 — 1,1 455155 gemaat 
E -F4 1022433). 
Ez" Dając wyrazom porządek wyrazów w D, otrzymamy: 

NE I : 
AN A = (1123053, 4 13955 — gan d (5371-91 059,3 F 
D ; Faz 0649025 — 0340290, 5). 
Sé ^ Le D H 
& Zatém jest 
a, A 
A =—D albo 
D. 
ur 
Aa m: 
WE 
m $ 22 
D» rS à 
d" Wniosek. Jeżeli we wszystkich wyrazach wyznacznika, 
A powstającego w skutek przemian pierwszych wskaźników, 
|... kilka różnych par drugich wskaźników przestawiamy, i to 
= Ww każdym wyrazie te same pary biorąc, i jeżeli tych par. 
=~ jest parzysta liczba, wyznacznik nie zmienia ani znaku ani 
E wartości, jeżeli zaś ta liczba jest nieparzysta, wyznacznik 


nie zmienia wartości lecz znak swój (zobacz $ 11). 
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KB SEN 


1 Wniosek 2. Jeżeli we wszystkich wyrazach wyznacz- - 
nika, powstającego w skutek przemian drugich wskaźników, - 
dwa te same pierwsze wskaźniki przestawiamy, wyznacznik 
nie zmienia wartości lecz znak swój. 


4i 


Wniosek 3. Jeżeli we wszystkich wyrazach wyznacz- 
nika, rozwiniętego za pomocą przemian drugich wskaźników, ` - 
kilka różnych par pierwszych wskaźników przestawiamy, i - 
to w każdym wyrazie te same pary biorąe, i jeżeli tych par SZĄ 
jest parzysta liczba, wyznacznik nie zmienia ani znaku ani ` 
wartości, jeżeli zaś ta liczba jest nieparzysta, wyznacznik 
nie zmienia wartości, lecz znak swój. z 


$ 25. d: 
Wniosek 4. Z ostatnich ośm paragrafów wynika na- ` 
reszcie jeszcze następujące zdanie: Jeżeli w każdym wyra- 
zie wyznacznika dowolną liczbę tych samych pierwszych i 
dowolną liczbę tych samych drugich wskaźników przesta- 
wiamy, wyznacznik wartości nie zmienia, znak zaś jego się 
zmienia lub nie, skoro pierwszy wyraz w skutek przesta- 
wień znak swój zmienia lub nie. X» 
Przyklad. 
D= t tant 0,,53153— 091, 5053-03, (04 d'an 043033 — 
7031049013: 
Przestawiwszy z pierwszych wskaźników 1 i 2, z dru- 
gich zaś 2 i 5, otrzymamy: 


M 
431045153? a dau tat du 0333-031 43 015—054 015033 ` 


Przestawmy teraz z pierwszych wskaźników 1 i 3, 
z drugich zaś 1 i 2. £ 


0390550,  —d20, 305, — 391331 1 F 0530451 7-0 202303, — 0405504 
D 
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2, 31, 21, w ogóle wiec pięć. Znak pierwszego wyrazu 


rk 


znaki wszystkich wyrazów określimy i sumę ostatnią przez 
A  oznaczymy, otrzymamy : 


XE -A= | — (30530, , — 0350, 403, —Qx 3220, ,-|-2330, 202, -]-4, 3044013, —043035202, ) 
— aasttsatt, , 70230, 203, 770550554, — 03404902, — ir 302203, -|-04303904, 


: ; .  Przestawiwszy pierwszy element z trzecim, co zmiany 
znaków nie spowoduje, otrzymamy: ` 


— A Z a;i aggy- Hana, ,025-]-, | 0ą3055— 053—115, lagt gan 0430, 
Uporządkowawszy wyrazy te tak jak w D, otrzymamy: 


LÀ Z 04,03,054—4 , 039023—04, 0 alar Fay 0930 9— Gy, €; 1093 — 03, 0930, = D. 


$ onir wyraz ma w pierwszych wskaźnikach dwa | ` 
acia porządku 21, 31, w drugich zaś takich zepsuć trzy - 


Geet, być podług $ 9 odjemny. Jeżeli w podobny sposób ` 


= » 
ai 


E 


$ zi 


ROZDZIAŁ IIL 


Sposób drugi rozwinięcia wyznacznika, — Twierdzenia o zmianie znaku wy- ei 
- znacznika. — Różne sposoby wyrażenia wyznacznika, — Twierdzenia o głó- 
wnych własnościach wyznacznika. 


8 26. 


Objaśnienie. Najczęścićj jest w używaniu następujące ` ES 
wyrażenie wyznacznika podług Koszego: z 


GTa FBZ Eug) 
dzy dzą Qgg « « «oe don | 
Zen deg Ge zi ur ës | 


Elementa, stojące przy sobie, są elementami rzędów po- 
ziomych, elementa zaś, stojące pod sobą, są elementami rzę- 
dów pionowych. Pierwsze wskaźniki oznaczają miejsca me" 
dów poziomych, drugie wskaźniki zaś miejsca rzędów pio- 
nowych. ; ` 

Wandermond oznacza wyznacznik przez „SAR 


Ble am 
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MOZE RETE IT 
E: R R SE oznaczają rzędy poziome, w 
. zaś dolne rzędy. pionowe. To znakowanie używa się często 
x powodu swćj zwięzłości w poszukiwaniach teoryi. 


Bine używa wyrażenia 


(2111933 + - » 445) 


które uwydatnia same rzędy pionowe; gdy zaś chodzi o rzędy | 
poziome, można pisać: 


Lougaga - + + 421) 
Możemy tu jeszcze przytoczyć znakowanie cieniowo 
Silvestra (umbral notation), w którém ilość jest wyobrażona 
_ przez. zestawienie dwóch głosek naprzykład a,, i wtedy wy- 
pe- znacznik wyraża się przez 


Ga, bay * + + Ca 


E ag, bg, + + Ce Én 
€ B yy 0,...h 


a ` AE T Ww da! 8 E 


a;, by, +... C) 
| Czasami będziemy używać krótkie wyrażenie Trzaskiego- - 
U 
W, (aix). 
Wyznaezniki dzielimy na wyznaezniki pierwszego, dru- 
giego, trzeeiego itd. stopnia; stopień wyznacznika zależy od ` 
ilości elementów głównego wyrazu. ` 


$8 27. 
Drugi sposób rozwinięcia wyznacznika. 


SS W yznacznik wyrażenia Koszego: 

a, ot z” FORDEM: 
doj de dog . - - dan 
Qai Gan dag + + + dzy 


v. D H D 


E s d "Wero 
ed Gu; Ang Ang : + + Ann 
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Y 
dm FB, 


CET / +... audiam a doki c. 


e 2 i ; J% ) PT SR 
mr DEI ENEMY 7 7 ADO et tont 


E Uu LAE cigar Nr 
prn się BRE oui - Elementa, pionowego rzędu 
mnożymy wszystkie 7 wyznacznikami (n—1)g0 stopnia, które 
otrzymujemy, opuszczając te rzędy pionowe i poziome, w któ- - : 
rych się zawsze pierwszy ezynnik jako element znajduje. 
Iloczynowi pierwszemu, trzeciemu, piątemu ete. (2p-|-1)mu 
udzielamy znak dodatni; iloczynowi zaś drugiemu, czwar- 
temu, szóstemu ete. (2p)temu znak odjemny. W ten sam spo- 
sób rozwijają się daléj wyznaczniki (n—1)so stopnia ete. 
Dla lepszego pojęcia podamy tu rozwinięcia wyznaezni- 
ków pierwszych czterech stopni. 


(1) ul = ay, 


a, a 
11 42] _ Kë 
(2) Gs ad ^u i^a 
21 dog 
(4404,58 
11412 413 
799055 Aqq lig 41905 
(3) 411693029. — Gu 5-2 agi, Pi az 
SORY 32 733 32 733 22 dog 
31732 "33 


=d (455155 5555) Gaëtan 55443) 1-23; (419153 —a35,3)— 
— 0,405553 —041055155—9,0,5/15 1-05,0551,31-45,4,5125— 31123 Ou 


(4) 
04, 04404304, 
4,105, 133028 (4,905503, 0440, 40, , 4, 204 30,4 140,304, 
45,05925343, | — &,, 13305343, en 13145315, | -|-03, 4231552, | —0,; |dy, 09302, |= 
DEA Gy Daun 049043044 4,3045 033| 413303303, 
E ja (13 di LET Ga dz h 
= 03102» — a32 42 T 
O43 044 [d43 044 053 dzy 
d33 031 41544 ims a 
SON air SO Ce Fak 
48944 43 Ti Wa 84 
Ha ja a23 051 Ou 014 413 03 | 
31) *12 774% 42 > 
943044 Asg 044 dog dą 
093 og 443 03, fig Ou 
bp RT | ŚR (132 Ka 
33 31 [a33 dzi 053 da, 
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T 


pale 7 Sënn EEN 
BR "autas (12515 4—1155494)— jr 
agis (atu ty) Fast (ua gek i 
aya 11351033131) 


Faga is( 795044 — 043191) — 131 15)(7157441— 71331) - 
Haigla gto —055,4)— 
ul 023031 — 155131) -I241025(1514—0551,1)— 
— 44" (9 15154 gta) = 
—0,,099055/144— 0111957145154 — 111591550 1471-011 139/143(191-]- 
-]-11712^23/133— 9 1142135724— 
— o1 49713301447]-02115445/134 Ay 0390 13044 — 0510354314 — 
—9,049151547]- 79104253147] 
1-51112/13/144 — 317112 43121— 0310125^1 1314 71-131022143011171- 
-]-731045 113/194 — 3142125714 — 
— 444039" 9571347]-04101571531917]-041(155115(154— 0411921537 14 — 
— (1447159143194 tH 143979314: 


8 28. 


Uwaga. Z wyznacznika w $ 27 rozwiniętego wynika, 
iż sposób pierwszy rozwinięcia wyznacznika w $ 15 ten sam 
wyznacznik nam rozwija, eo sposób drugi w § 27. Tam bo- 
wiem jak i tu wskaźniki pierwsze są podług $ 5 przemie- 
nione, wyrazy postępują po sobie w tym samym porządku 
nA z tymi samymi znakami, które im podług $ 9 należą. 


$ 29. 


Twierdzenie. Wartość i znak wyznacznika nie zmienia 
się, skoro elementom rzędów pionowych dajemy w tym sa- 
mym porządku miejsca elementów rzędów poziomych 


l 
01,049 (15 2122151 
£19,099 dąg| = | 1272232 
051732 033|) ` | 157723135 


Dowód. Jeżeli obydwa wyznaczniki w sposób drugi 
= (821) rozwijamy, otrzymujemy w jedném rozwinięciu wszyst- 
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Na EL EP E POZEW WEJ "mS SU 


niki muszą być zatém równe te $ 16. 


Przykład. 
CITE 
| 11"12 ^13 leta ag a CZA MOL 
221722 728| = KETI Z e HEU, M | Ze a 
O31132 ggl ("32 881 1 32 ^33 22 %23 2 
—4,1029055 —01752 155 ats Vg Fazy fog Mg si 
Ota 
11721431 
(59 (135 |"21 731 M 21 Taa 
» f119" 59049 = a — 
PAP „| WSL 1? dog gą BL 
03123"135 


0440195133 — (110550155 — 011519; 155 F-01571 55015; 1-0 130151 055— (11575905; ` 


§ 30. 


NA 

Twierdzenie. Wyznacznik rozwinięty podług elementów E 
stojących w rzędach pionowych, jest równy wyznacznikowi b 
rozwiniętemu podług elementów stojących w rzędach po- ` 
ziomych. 

Dowód. W rozwinięciu pierwszego wyznacznika mamy 
wszystkie przemiany pierwszych wskaźników, w rozwinięciu 
zaś drugiego wszystkie przemiany drugich wskaźników; dla. 
tego obydwa wyznaczniki muszą być równe podług $ 16. i 


Przykład. 
tt 
Paene eap o tl 
Deeg (135 (133 (€32 fan (123 dog 
=dyy (ąz Tz5—Azą95) —ayy(049755— 135/113) F7g1(012728 gema: 
—0 1,0995 — 444439795 — au 19153-1-051139(1157]-05;013/153— 2 ` 
—70310590,3— 
(1440,50 
>. [eatis S- Page "To fa Goal 7 
LEI dek: RZ RCA "A 031733 WG p 
131/139 035 eg 


—4:(025253—025134)— Aja (491055 — Aygd3,) HA jg(0>, a —0091)= — 
=(4192455—04793732 71131917133 Fleggy HA 18721782 77713799791 .— 
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Twierdzenie. Wyznacznik zmienia swój znak, nie zaś 
z swą wartość, skoro się dwa rzędy pionowe przestowiają. 

- Dowód wynika z $ 21. 

Przykład. 


iis 1 
gaan dy| = Aas 


(125191 091 (11901 
È “daza; b (139031 (1530051 
- «- 1083052 Sai 
esche | diglog — 136699121 — 0231613831717 093033113 71-03311502; — 
d —azzlązdyj | = 
= grat goto gem 2/131 — 19313311, — 015511511 ]- 
x --33231;1— 


= (055055 (15355) —45; (155 12— 18/132) 4-3; (1193119 — 1150192) 
41 (055055— 03555) — lz; (415155 3511,3) -]-31 (4190123 —1530,3)— 


DIER 
11412413 
(29055 SEE S uż. 
(Lal I aządg3 lodo "aaa 
32133 32 M 
á [431932133 
$ 32. 


|. Twierdzenie. Wyznacznik nie zmienia swćj wartości 
lecz znak swój, skoro się dwa rzędy poziome przestawiają. 
Dowód wynika z $ 17. 


01309015 (19129153 

(131159193) = —|04,032813 

31035155 (1310139133 
$ 33. 


= Twierdzenie. Jeżeli we wyznaczniku kilka rzędów pio- 
` nowych lub kilka rzędów poziomych, albo tóż kilka rzędów 
$ ` pionowych i kilka poziomych w tym samym wyznaczniku 


A > d | 
MES ges £n zaa nie. pom swój waiaści, mak 
n jego zależy od znaku wyrazu, składającego się z elemen atów 
= rzędu przekatnego, lub od znaku pierwszego wyrazu; czy 
: ten jest, podług $ 9, dodatnim lub odjemnym. 

Dowód CSN z $$ 20, 22, 24 i 25). 


Przykład. 
(144045045 dufattal [fista Aglo (ag 
(151 155155 —— da (1550155. = (Las (151 lag == = Wel PUTUS pom M » 
f!31 033153 (031 035155 (1330131 3; (133013, zę 


(1336151 dog 


= [23331 32 
(14501 4| 


8 34. 


Objasnienie. Zamiast wyrazenia wyznaeznika Koszego ` LE 
we formie kwadratu używa się bardzo często wyrażenie we Es 
formie sumy, gdzie się kładzie pierwszy wyraz wyznacznika. ' 
Z pierwszego wyrażenia wydobywamy drugie, biorąc wyraz 
składający się z elementów: rzędu przekątnego. Np. 


(Ui Uzą(lzą (135 
Aa 024095 dz: t. 

* TNT ge Z(-Hag 540454,3) NE. i 
04444045145 Ere 
(441054145 g| 


Jeżeli wyznacznik we formule sumy jest danym, to 
z téj formuły łatwo ustawić możemy w następujący EE p 
formułę kwadratową. ^ 
Jezeli dana formula jest 


Z (23,0540454,5) z 
to naprzód ustawiamy elementa dane w rzędzie przekątnym, - GG 
Da LI . . 

wëllen 


D . (119 
e E 


SECUS „Ai c e M DAĆ 


Si D p ; 
A = ze ocior e Ba? NS 
» XE ODA wäi "he 


CA? " y a fa D o v3) 
y GE Ai próżne g łoską (a) i dajemy tój ` 
zgłosce jako pierwsze wskaźniki te, które przy elementach ` 

Es przekątniego miejsca rzędów poziomych oznaczają, 


Q3; dz dz dg 
dą dą 05 dą 
Aa dą 049 Ou 
4, 0, Q4 dy 


y nareszcie dopisują się jako drugie wskażniki takie, które 
prop elementach rzędu przekątnęgo miejsca rzędów piono- 
„to wskazują. Zatém otrzymamy : 


Azylgą(l32033 
dą; (15 4 doli: 
PaT — |? 22 22 2 
(131044045045 
(404404901 


Znak tego wyznacznika jest dodatnim, ponieważ wy- 
E raz złożony z elementów rzędu przekątnego jest dodatnim. 


= Al. 


8 35. 


3 A = Uwaga. Niekoniecznie muszą być elementa dwoma 
_ wskaźnikami obdarzone, można bowiem drugie albo pierwsze 
2 wskaźniki opuścić, skoro się używa różnych zgłosek. 


Przykłady. 


M etis Stee EU. a,b, — gc 
co "Jee Bal 
d KE 
— (2) .. Zrapbycz)=|apd>cj=" abxcz—aybzc — 155,051 
fla igi Hdobscy -agbycz — lgba c, 


aybycydy 

7 — | ld | 

(3) Z(-mbczd,) = azbzcąd, | 
a4bycydą 
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a, oeil Ne diss s wę z 
ab, esd,-|-a,b e4d;--a)b,e d  —a;b,e,d, 435,0, d,-]-a;b,0,d,-]- 
16904655, e 4d, —43b,e, dy-|-agbącyd, -]- 35,6, dg —a3b,c,d, — 
—aybyczdz|-a4b, c, d; -a4by€,dz—a4bycgdy—dqbge, dy-|-a4bycgd, . 
% č © 
$ 36. 


Uwaga. Wyznacznik można także jeszcze wyrazić, pi- 
sząc tylko wskaźnik i opuszczając zgłoskę, w następujący 
sposób : 


5,15 1 557 
~ 21, 22, 23, ..., 2n 


31, 32, 33, . . . , 3n 


e AER fe CNS fm 


Zestawiwszy te wszystkie oznaczenia, otrzymamy : 


Ailill] — | 45,6 d, 
Aoi tozza | — | Godącąd]j ` Z(Fa 5444044 )— X(- Fa, b cad, )— 
(131 (1330153034 035363 dy c pada PZA 
(141042043044 Wd 
a, be dd 1/234 
1, 2, $, 4 "a = Lt 12365544) (4, bączd,)= Wi" 
- * F 
$ 31. 
Przykłady. r 


(1) Równanie linii prostćj przechodzącćj przez punkta Gy 


i ("y") jest, jak wiadomo: a 


(cy —e'y') — (ry —e'y)--(cy —w'y)=0 
m 
albo 


y 
. SR 
Ir "e 
J 


— 


lc" y" 


=" TEN 


lzy 
; licy = UL 
z lay d 


(2) Aby linia prosa przez trzy przechodzila punkta, musi 
punkt trzeci (æy) takie mieć położenie, iż jego współ- 
rzędne zadosyć czynią równaniu przykładu pierwszego. Wło- 
żywszy więc ov na miejsce zy, otrzymamy warunek dla 
trzech punktów, leżących w prostćj linii, w następujący spo- 
sób wyrażony : 


1 gx” y” RR EI 


Przestawiwszy pierwszy rząd poziomy Z RE a po- 
tem drugi z trzecim, mieć będziemy : 


lay 
1 EW y" = 0. 


m 


1 pu y 


3) Jeżeli współrzędne hes camo trójkąta zy, sy, 


æy” są dane, i jeżeli powierzchnią trój jkata przez ^ ozna- 
ezymy, otrzymamy : 


||| DNS Ey" "y" (ey " E E y) — 
a i P 2 
g my] sl Re prs EE 
aj PO — run uu n ie y A d 
y y y lay” 
sig 


E e $ 38. 


- Twierdzenie. Skoro wszystkie elementa, zmajdujące sie | 
po jednćj stronie rzędu przekątnego, równe są zeru, wy- 
znacznik ogranicza się na jeden tylko wyraz z elementów 
rzędu przekątnego. 
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Dowód wynika z przykładu następującego: 


(440430430114 (13504 154 wi 


. $ à (1330. 

E 0 9 = a, | 43334] = 011022 p dl. 

„VU dzzdzę ; 14 
00 a, 


0 00 gu 


= (4053083044 


8 39. 


` Twierdzenie. Skoro wszystkie elementa rzędu piono- 
wego albo rzędu poziomego oprócz jednego równe są zeru, 
wyznacznik Se jest iloczynowi z tego jednego elementu 
| przez wyznacznik następującego niższego stopnia. 
Dowód. Jeżeli element nieznikający jest az, to przesta- 
my rzędy poziome i pionowe tak, iż wyznacznik się roz- 
oezyna z elementem a,,. Ponieważ takim sposobem ro'imy. 
~ (p—1) przestawień rzędów pionowych i (4—1) przestawień 
rzędów poziomych, przeto musimy pomnożyć wyznacznik przez 
(—1) »—'-Fe-1— (—1)9 2 —(—1)»tz, aby wyznaeznik za- 
trzymał znak mu należący. Zatém będzie: 


WI 
> s WA 
LE pa dyą aal yz (L3 4103103353 155 * 
(Ay dą (aal es O ailas 
vem ^ uen 7 
j CTET ETUETU ETS =(—) J0 Ag 50355055 
mu 430430. 45 D 4,043045, 
(151055055 0 455 O a 055155055 
(0 013043 015 
e d Ay 133053 03$ 
= 34 
(144045045045 m 
* £151 dzą (0556155 


Z powyższego przykładu wynika, iz iloezyn, na który 
wyznacznik się rozkłada, jest dodatnim, skoro p--q jest 
liczbą parzystą, odjemnym zaś, skoro p-p4 jest liezbą nie- 
parzystą. 


8 40. 


Wniosek. Z każdego wyznacznika można zrobić wy- 
znacznik wyższego stopnia. 


Przykład. 
1000 
100 
a,b d100 
E ud rs z RAF = 
272 Cá Kë b, RTZ 
$ 41. "ho 


Twierdzenie. Jeżeli dwa rzędy pionowe lub poziome są 
równe, wyznacznika wartość jest równa zeru. 

Dowód. Rzędy równe możemy ustawić jako rzędy osta- 

ie i potóm wyznacznik rozwijać. 

Rozwijając wyznacznik, przychodzimy do takiego kształ- 
tu, gdzie wyrazy są iloezynami z dwóch czynników, z któ- 
rych drugi czynnik jest różnicą z dwóch równych iloezy- 
nów izatém równy zeru. Ponieważ z tćj przyczyny wyrazy ` 
takie znikają, przeto wyznacznik cały znika, t. j. jego war- 


tość jest równa zeru. w 
Przykład. 
(31012015 044 4,404415 045 
Ag, 053053 054 (154 054023059 


= = (aa dą; (d3ą49— lgl 3)— 
1102411733045 4232 
lz 139132054 dzą REITER 32 


(33 045043044 0411440013049 
— A 1 Az4(A349—04302)-1-0 1044 (023059— (35139 )— 
— dj dy4(Gząłgg—Ay>ftzq Laast 9t 4945, 3)— 
— la, 44(045053—115942)-]-15; tja (15545— 45033) — 
— dg, day (li 949—143, 4)-]-3, l(a — (19516, 9)— D 
— ly t (023155—(153055)-]-4 (l4 (d430559—453(1,3)— 
— (as lgh l1 055—153, ,) 4,054 .0 — 2,05, . 0-- 
* (44,044. 0— ete. = O. * 
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* p 8 42. "E, 
Twierdzenie. Każdy wyznacznik jest funkeya linijną 
elementów dowolnego rzędu pionowego albo poziomego. . 
Przykład. d i 
0411045045044 (410490,4 
-Fd>p]43143303:| — 
(141 443044 


(134 093 (154 


UTI dogllo3 Kë 
W, = " "lees —a oj at 033434 


(131013233134 
(104345 du 


44 043 044 


043104304 
Ay 093 054 
44 043044 


(3101344 
ao] 021023521 


az, 133 034 


—39 


Jeżeli współczynniki elementów dowolnego rzędu przez 
wielkie zgłoski z dwoma wskaźnikami, odpowiedniemi ele- — - 
mentom, oznaczymy, natenczas ostatni wyznacznik wyrazić 
możemy w sposób następujący : 


Wy = 11241 271759343717 1554 5271-4344; 
h 


W,—a3 A5, Haga 43571-1535 4537]-234 45, 


Znaki wyrazów tu nie są uwzględnione i łatwo je mo- 
żna wynaleść podług $ 39. 


Dla wyznacznika (ntego) stopnia mamy: 
(1).. WaEdqqhqg-azqdoq-|-azgqdzą- . . . HangAng 


(2) .. W =ap Ap -Hapo Apt apgAp t + - - tp A pw. 


Zamiast wielkich zgłosek używają sie często zgłoski 
greckie, dla tego mamy także: $ 


D 
Wt, gigt dopage - Hangtng 
Wp tpr -Hapopo t tps  — pn 


albo 


albo 


* 


A 


k. 
| — http://rcin.org.pl 


~ - e BI 
Ex Nou 
Wniosek I. Z rozwinięcia | wyznacznika w $ 42 wynika, 
Ap, sume stkich wyrazów wyznacznika oznacza, 


element ay, W sobie zawierają. Jeżeli W, oznacza wy- 
znik (ntego) stopnia, to Ap, oznacza wyznacznik (n—1)ze 
nia, który z W, otrzymujemy, opuszczając w W, pty rząd 
poziomy i a rząd pionowy. Wyznacznik 4,, składa się 
z wyrazów mających cm elementów, pomiedzy któremi 
. element a,, się nie z " a 

lęgi, sg możemy nazwać pierwszoczęściowy 
wyznacznikiem, |. zaklęci s wyznacznikiem, al 
té nareszeie « podług Śalmona on d minorem. 


- 


* 
* A 
„+ 5 44 
k . » ; śś 
* Wniosek 2. Jeżeli r nie jest równe p i s nierówne d. 
natenczas następujące wynikają równania : 


dy, Am tind 7271 "gend H. . Far pn ==0. 
a Áo ada. FansAng=0. 


4, 
Skoro lewe strony tyeh równaü w rzedy wyznaezni Sei 
ustawiamy, pierwszy wyznacznik mieć będzie dwa równe 
rzędy poziome, drugi zaś dwa równe rzędy pionowe; z tego 


. powodu oba wyznaczniki muszą być podług $ 41 równe zeru. 
Przykład. o 4 

ays Li, BE 
W= y dat 493 43537 125453— i Ben S | o 4 


02 
! tasto [C2123 


BNET 
+ ACH A F 
M: = |h 22; zs U. 
Daat NN 
k^ 451022038 
E 
E 45. * 
. Wniosek 3. Jeżeli elementa są niezależne pomiędzy 
sobą, to podług 8 42 następujące mamy relacye: 
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mA OE 


E W,-—a, p 


Jest Bf. a 
a DI. Ag Se | 
zk AER, ^ 
T Tak k samo jak w kja mamy także: + 


=. » (4) SE e E PLE = 


W, RW 
T e m: m ms + Gu f 
8% : 4 : Zo d ki z * l ~ 
We ef. Ae Gë * s 
"1 
Twierdzenie. Jeżeli web elen edu jednego 


są pomnożone jednym i tym samym e ynnikiem, toi wy- —— 
znacznik jest pomnożony tym czy nnikiem. 


D 
= Dowód wynika z $ 42. = 
a | ? 4 + eg 
" . Przykłady. a *- d 
ba 


* 
(11,2045, dys] — 


dëse (1) . . ia sëntag, 423] = A 2 deed ` 
"7 ` kennd rietst 
« "ad E ub. 
" e > | is" * 
+ = è s Ké zi date 
e TE 
p ás X4. Pli Mz] | r, È 
ied (2). Jas, Fl "e CA Ay dzz(l23] ` 
sk l (33. d lataa 
Se PT Sg vb 32» Uzzł 132033 
* » Rx 
E? e m. 
| d » a" 
£ We? 


ES o://rcin.org.pl.- 


© |. eg PIS) WU 


$ SA? | | Ą ; ; 
o 96 16, -4|—2.8.4|8, 51 
- 14, 3, 8| 139 
=|24(10—1— 12--94-14—105) ` 
24.(—85) 
—2040 
1516 a,11 
(4) [abc [=b cla 1 =b .0—0. 
«3b, o a11 : 
(1, 030, das 
(b) (onaj — mal 1 |= aa. 0 = 0. 
sbs c| = [ases 
§ 47. 


. Wniosek. Mnożąc wszystkie elementa jednego rzędu 
jednym i tym samym czynnikiem i dzieląc wyznacznik 
przez tenże czynnik, nie zmieniamy wartości wyznacznika. 


Przykład. 
> a, b, e, el byk, c, ek byk, c 
WE —— to, bu, e| = RI bąk, ey 
" 4.0. v byk, cz azk, bzk?, c 


Na moey tego prawa możemy następujący wyznacznik 
doprowadzić do bardzo pojedyńczego kształtu : 


HE1 UU a: «ue 
102*y3 IL 0, cyst as 
1220 a atytzdy, yz, 0, xyz 
1 y?z*0 y vyipus OF 
1 VT yr ` Sen vy: za 
zu ^ cyz? 9, a?yz| -y| 0, xyz?, ey?z|I— 
Se cya, "8 yz, xyz, O 
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ONAR ONG x koka ^ deda. E c3 


' » PY 
d a w 3 : - 
qM og | TX Ké CIE kal 
—* 0, «yz, wyżej (= asch —e ee, 0, al -ey 2 y 
3 0 4 LYZ b 
Wie us Kg £ 
cyz zy ryż cyz GE 
ENN ET ( = ME E ME --yfO z y| — zj0 z y= 
A y vzo wc ko: 
Uruz 
_|rOzy 
|yz0z 
2ycr0 


Ostatni wyznacznik można przyprowadzić do iloczynu: 


—(e-py-2)(0-ry—2)(E—y+-2)(— 3-92) 


$ 48. 


Twierdzenie. Jeżeli elementa jakiegokolwiek rzędu two- 
rzą sumę z m elementów, wyznacznik można wyrazić przez 
sumę z m wyznaczników. 

Dowód wynika z przykładu następującego : 

Mn Zanim gu 
man, Zaapa Va (og | = 
Agi, Za Barca, (133 
=(z Hbi Hi) A12 - (93-9221 092) Aa T (62-9333 71532) 432 


= 743 ArH t AH tg 4531-212 41271-22343 1-243 45; 1- 
77124127139 42317533 A= 


[^ D 
Anita] — äurettual ` ains 

Lë DÉI 
= |t21*23t23| -H tan adas] -H [21102923 
(13193513: "a 233133 431/32 133 


Dla ćwiczenia przytoczymy tu kilka przykładów: 
a-p-aybycj] Ehel Je, be $ a,b, e, 

23 Cə 
aybyey| — i0 bs caf-Hasbseo|— a| ? -Had es 
3 3 


azbze| [O P. es az bacs az bacs 


http://rcin.org.pl 


bag: 5 e| ehn ULT 
note: by, eo — o bye) — 7 [Xs ta 


d3—3*, by, Cal |as5s05 Z3 bus 
LU by, € a,b, e, 1516 
E To e a Ze a> 
qe, 5% Mie |= aera ]H- eis 
ds; Wi cz abya]  |agbzcz 
8 49. į 


Twierdzenie. Wartość wyznacznika nie zmienia się, 
skoro do elementów jakiegokolwiek rzędu dodajemy elementa 
rzędu równoległego, pomnożone dowolnym czynnikiem. 


Przykład. |. 
dy, by, c, + ph, abie) ax, br, Ph 
a, by, € + Pboj—|azb co] -1- |o; bz, pos] — 
ax, bn, cz-- Dal |asbycz| Jo, bz, ph. 


(LEA UE BE CLE 
«b, € Die, te |aob. e. 
ash, cz ab hal Jha c3 d 
p: 
UE by, bj 
KEEN b,—byr, c—czr|= 
dz b, es 
z.0 
a,b, e, 
= ab CA 


DD, 0 L a—a, b-b 


r—a, u—b l, 
= (8 1, r—a, y—b |=|l, x—^«, y—^|— 
2—4; 94 — 1 


,Xj—6,y—b H. trz, ärch 
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-—— RECHTS na. -— 


lal 
"dil wel 
izl 


e 


pu 
T9 


kl 
ah 1:9 
113 


La 
lab 
ley 
1 nm 

lab 
Ai 


ley 


Edo TE 
== ZU 
KC? 
lab 
lry 
Ly 


—a«.0—5.0—2ab.0 = 


http://rcin.org.pl 


ROZDZIAŁ IV. 


uł O rozwiązaniu linijnych równań algebraicznych. 
e 

dn 

3 A 
| $ 50. 


Zadanie. Z n równań, zawierających w sobie » zmien- 
nych, wartości wszystkich zmiennych wynaleść. 
x Rozwiązanie. Równania dane niech będą kształtu na- 
___stępującego: 


H 


D D 191 71-019257]-0,3234- . . . Ajn FL, 
i ea a a . . . -]- "ty 
d a. god dod a i 
p . . . H LI H LI 
Le 


Kr E daas, Hangt- . . . -]-tasir, — tu. 


Wyznaeznik z współczynników lewćj strony równań 


1013918 * «* dja 

ke". (191099093 . » es 

(2).. W, — (13115335 > - . Gre 
doo) PASZY KARE i 


d "n 510 n30 53 . .« nn 
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T PRA 


SA H 1 T 31 —_ RAE 4 Roś RIT 


Aby z tych równań zmienną v, wyrazić, pomnożymy - 
równania jedno po drugićm odpowiednie z pierwszemi mi- - 
norami 


Wo Aur Je 


wyznacznika W, i dodajemy równania pomnożone, w sku- ` 
tek czego dla wartości zmiennćj następujące wynika ró- 
wnanie : 


W,z,—24,4,,4-u545,4-u544,4- . . Mia Ang. 


Mamy bowiem w dodanych równaniach podług $ 42i 
$ +4 dla współczynników odpowiednich zmiennych następu- 
jące wartości: 

tA cl 1917-743; Azy+- Lat An; F0. 
tigi tH tA ap Ml eee Anzu FO 


am | e, 
KT D E D E D GE 1-054, —144,—0 
due due Lac . . . angu = Wna 


; 
(ay E tAr t togt 1À ida rAz + + eu ÁO 


ts yu so T gal eee Tan ea FO. 


Równania zatem dla wartości wszystkich zmiennych 
być muszą: 


W,r,—4,4,,14-u545,--*445,4- . . 1,44 
Wyrs—u, nada rar +... "Le 
Lg E x mos 


Wy =u AnH tg Agr |-tgAzn- . . Luz Am 


Prawe strony tych równań możemy jako wyznaczniki: . 
napisać, skoro ilości uj, g, wg,...u, uważamy jako ele- - 
menta rzędów w W, opuszczonych. Pisać możemy więc: 
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(4). . W,r, = [u5055435 . 


Upllną U ng * 


yyy yz dis 
Aiala . - - dan 
Wita = 1311555 . - - Gas 


Anqttnlngz » - + Ann 


Ay yy ją 2 + + G 
dąqlzątlgll24 ... dan 
Wr, = |g 39133, - - - (a 


Kan nof na » + + Unn 


Kti149 48 + - - Ayn W 
UPTUPT P +... dayn—1 Ha 
W,r, = |azydząlgg - - - ams 3 ig 
lnytngllng « + « Gnyn—2 Wu 
Przykład. Jeżeli równania trzech płaszczyzn są dane 
w kształcie następującym: 
ax +- by -j- cz - d — 0 
(8). . Var -by- 623-4, =0 
ttt -bag1-6,2-1-d4—0 
to wartosei?wspolrzednyeh punktu, w którym się plaszezy- 
zny przecinają, będą: 
dbc 
dybyc, 


Ac? 
(6) E abc} 
abt; 

a, baca 


Arieta aae o A - mx du MS 4 


$ 51. 
Uwaga. Zastanowiwszy się nad grupą równań 


(y Haay igiza + Init, 
(o4 17 aga Hagst + + + -|-UngZu 279 
(1).. digz Lage gd + + + iran P 


s.. 


yny- aon- llgrizg-} . . . It anzi — v, 


spostrzegamy, iż podług § 29 wyznacznik, składający się 
z współczynników lewej strony tych równań, jest tćj samćj 
wartości eo wyznacznik 2. $ 50, zatém mieć będziemy po- 
dług $ 50 następujące równania : 

W,z,—r Ay rechte Zahl rel 
UE E E E D . . . Ayn 
W,zę=r, Ag, Tag; rwie, .. Fondg 


(2) 


W,z,—v,44-1-t3A452--754254- . . Va dm 
Pomnożywszy te równania odpowiednie przez uj, to. 


ug,...u, i dodawszy je do siebie, odbieramy, wzgląd mając — 
na równania 3. $ 50, następujące równanie: 


(3) . . Wyzy-PUsżyHtgzz|-. . uz na. Hets tayt . äis 


to równanie wyraża związek zmiennych, znajdujących SE 
w równaniach (1) i (1) $ 50. 


$ 52. 

Wniosek. Równania (3) $ 50 mają znaczenie dla wszyst- 

kich wartości ilości w,, ug, ug, ... "4; skoro te ilości znikają, 

tj. równe są zeru, to równania (2) $ 50) biorą następujący ` ` 
kształt: 

(1) W,x,—0. 
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w -—— PH - Wé 


(ti (019015 ... 
(Oaitfaatian . . . (lon 
da, laglag s o. (I 

CT 8132883 3u =0:. 


Kn noa + + + Ann 


gd To równanie jest wynikiem rugowania wszystkich zmien- 
nych z równań: 


Autito. agtt . -Harni =0 
Ha tee Lass: . . «eta =0 
(4)... (lg 4-]- ga Late: gaer 


An Ti -Hantot angtg-F . . Ant, O. 
` i wyraża warunek współistnienia tych równań. 


E Przykład. 
ganek, aby cztery płaszczyzny następujące: 


ax -- by -- cz -- d 4-0 
Ayc--bqy--c,z--d, =0 
We ee ll 
30--bzy-|-€zz--dz==O 


. się przecinały w jednym punkcie, wyraża się za pomocą 
` wyznacznika : 


abcd 
abed; 
vcharat, 


1 dzbzczdz € 


= 0, 
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HESE E PTE NEPA "R 


Z wyznacznika (3) wynikają następujące równania: 
mu Au Za igt "Fass 
dzy Aa-Lssdack: agy.. teas — 0 

(5) 4 45151-1-725343271-235433- - - - -HagnAgnr=0 


n1AÀn17]-0n244.55-]-055453-]- t.. Lan ans) : 
E tych równań i z (4) wynika następująca proporeya: i 
(6) < 1: a z: + E E MP ds TA EE Cp 
i 491: 459: Aog: . : Azn » 
a ży: RE DEE FA 
- . 3: R | 
Any: Ang: Aug: .. o : Aun 
* 
5 
8 53. 


Wniosek. Włożywszy w równania (S 50, 1) -> 
WI = —ftagdg, Ma = ben TE ug = —t39:9, sen u, = "P | 
otrzymamy następujący system równań: 


" | aye Tu 1449040979... pag ` 7 
A T. (loy ]- gy loto ]- grs t ësst P 
> " dzą daga, --aggra-]-2333-]- . . . Lëtze 

$ 


`" Aë: AER, TL 
nolo -Han Ty dngt2-|-Qngt3-|7 + » amin 0 


- 


$ 
Równania ($ 50, 4) zmieniają E skutek tego pod- 
stawienia w następujące : , 
otas "TL E Jouets ev Gs 
(lag(to(195 . « + don (91199135 - + + (on 
a A "wie Men Azędzydgg + - - gn 
(2) W,r, — —n|. diues > deh. n. 3 
k D D D Ld 
La * Du . : 
. D 
(Ung no (n3 . «o nn Anyflnq(ln3 +... Han 
* b " 6 
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Ka b 2 i oeh GN h 
í BUY: í wi * 
éi Jans - * + Ayn 
(Gë e 
ER) (151019915994 « + + (Tay 


Wais == —2% Agą 3303034 LEE (Tan e 


gy nanq ną » + + Arn 


(51013 * + * Qis n—1 v 
ggg + + « dą, n_1 Gan 


(131'lgà * + + Gg, n—1 ga : 
Hz, == — 


. DH 
D D 
" 
D DH 


0 [Cnn » + (lny n— Tan 


- 
albo: » 
. 
Zo Ze 
E = — em 
n 119012513 * * - Min (1i 1019018 * * - ljn 
CT VEY BRE S A212923 » + + on 
á H 
Da I E FEN PABEN Gy akno « . + Web 
i E i e 3 i rr e 
(OA ERT PEAT Giny Grą dny P un 
T3 br LA Yn 
K = n =— =p lM 
3 0,919744 -+ 01» d A, 109 is + + (045 n—1 Oe 
Kl VÉITHEZEMEN Slam dan (Loi 9 dg 1 + (loy ENI Adaq » - 4 
Agqd32//5,//34 .. (lan zy dzą Kë R, (3, sal (Tao » 
mée Ms * d i 
D LI H A 
SKS ! i | = 
m. * 
dm Ang Eni fm +. (lp z (Usi o (155 .. (Un, n—1 (an * 


. 4 tego wynika w skutek przestawień rzędów piono- 
wych w wyznacznikach następująca proporeya : 


€ LJ 
(1 9045 + + « (15 
(ta1133(95 . . - (Lon 
(a 039/193 + + - zn Ad » 
(4) To Ty: Bai Gy: ...: Ae , ZE 
. 8 E? md 


Anydnolng « « + (nn 


+ 
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e 


ę Deg e? 


(1494141613 + (« 


WW 3 
(19193693 « « day 20021 038 * Gas 
"e (13091350133 .. KE J a 39031 433 p” (as : 
DOE BAL: 


ng 353 se Ann (ng n Un3 : « Onn 


190401904 : * 1» 0,90410,5648 115 - * ym 
(1991510556094 + « (on 
` |Q30081632 34 * - 3] , 


. D D D DH . DH D D 


2002102202325 + - daw 
gt (3913103333 035 . - (3 


Angon Angna MC KIT n, n2 536005 o lnn 


0901462 * + 0615 »—12 
(59051 fa, + lą; n—1 
(50031635 + + Ugy n—1 


= kr 


(Ino ius Gog - Guy no 


albo nareście : 
(B).... Tę Ry Idą: Tą: ...1 ly = 


(5901203 : * - a! 
i [otsas - : Gd _ 


(13, 055155 . . « dan 
( EY + si 
|431 492755 zl. 


D D D . D D DH D 


a nns « . « nn 


(11049015 - + + yn 
A21 dąqllog ... 55 
da A3033 se Agn 


(1a 1 anas « «o Gan 
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Angltnzdnz » » s nn 


0110330, 0034 * * * C1» 
(13,039 15915, - + - zn 
(131139039034 -+ + Oza] . 


Wang dnodzydny : + + Gan 


041039053 + + 705. 4—1 049 
(54053053 « « . day n—1 dop 


i |03103733 + + + gy n—2 Ugo 
4 = 
RC e : ; 
` sagas... da n—1 (ng 


Jak widzimy, wyznaczniki (4) na nieparzystych miej- 
scach są dodatnie, odjemne zaś na parzystych miejscach ; 
ostatniego wyznacznika znak zależy od tego, czy ten wy- 
znacznik zajmuje parzyste czy nieparzyste miejsce. 

` Tél proporeyi używamy wtenczas, kiedy mamy n ró- 
wnań z (n--1) zmiennemi. i 


a 8 54. 


Zadanie. Równanie koła wynaleść, które przechodzi 
przez wierzchołki trójkąta, którego boki są wyrażone przez 
równanie następujące : 


« 
a, = g dosta, -+ y wstx,—p, = 0 


(1) $ wą = x dosta, -+ y wstx, —p, = O 
Lg = £ dosta -|- y wstas—pz == 0 


Rozwiązanie. Równanie krzywćj drugiego stopnia, prze- 
chodzaeéj przez wierzchołki trójkąta, być musi 
(2)... Wady yH lgt, tyt lgtotg=0 | 


ponieważ zadosyć mu się czyni każdą z następujących trzech 
wartości : - 


(8)... ësst 2,—0; z,—0, 2z,—0; 2,—0, 2,—0. 


Jezeli równanie (2) w pelném znaezeniu rozwiniemy, 
otrzymamy : 


(4) . . gaz dosta,--y wsta, —p, (4 dosta,-|-y wst—p;)-l- 
g(x dosta, -|-y wsta,—p, (x dostaz-|-y wsta,—p;)-- 
atas (1 dost-]-y wstx,—p; (x dostas-|-y wstx;—ps)—0 


* 
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<a. Fal «ak "-— "==" 


Um ——e c ann "NEE p -"— x ^ dime. hm 


La R — = : — 
albo 


(a, ,dost».,dosta.,--a, zdosta, dostz4-1-« dosta. dosta., Jr?) 
le 1o(dostx;wstz, Hwsta dostzą)-ta4; (dosta, wstas-+wsta,dosta. Ft 
--443(dostazwstaz-|-wstaądosta. ) |cy-|- 
(a, gustu, WStŁ-|---aygwsta, wstas--a>zwstawstis)y?— 
— [ais (dostz, p, -|-dostap,)-|-a,;(dosta, p4-1- 
-pdost13p4)-|-43(dost2> pa-]-dostz, p,) |r — 
— [a usta, Pusta; p, )-T-4, a (wsta ps-]-ostz, p,)-|- 
"Fagg(tstz pz-|-wstazp, )]y-|- 
442 PaPa Hig fu pacte Pa P3=0. 

Aby równanie to wyrażało koło, współczynniki znaj- 
dujące się przy x? i y? muszą być równe, a współczynnik 
znajdujący się przy zy być musi równy zeru. Z tego wyni- 
kają więc następujące dwa równania warunkowe: 

e * 
(6) " 1gdost(24-|-2)-[-0, zdost(24 --24)-1-a,5dost(z5-]-2,) —0 
natest(24 1-23) -agwst(24 1-25) -+425 wst(a 1-45) 0] | 
Z tych równań wynika za pomocą (1, 4, $ 53): 
(T)... Qyą : Gig : Gen — 
drei Lach dost(s- a, Mega Lach dost(29--25) 
wst(z,--x5), wst(2-]-25) wst(2,-]-25), wst(2,-]-3) 
dost(24 1-23), dost(2,--3) 
wst(%,-]-%), twst(x, 1-25) 
= wst(a5— 24) : wst(z, — zg) : wst(x,—2) 
albo nareście 


(8).. diz : ua : dąz = twstA, : wstA, : wstA, 


gdzie 4,, Ay, A, oznaczają kąty tworzone przez boki trój- 
kąta. 
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Rack SC gë w w r ikask e e m 
$ ACz 
ZE wst Az. a ry Larl Ana rs est A ar —0 E së 
E które jest równaniem pożądanćm. 
e R 
La 
$ sg 
= 
ED bir. org.pl à 


ncm HËNN aś 


ROZDZIAŁ V. 


O minorach wyznacznika. Znaki minorów. Minory dopełniawcze. Przykład 


$ 55. 


Objaśnienie. Skoro we wyznaczniku W, jeden rząd 
poziomy i jeden pionowy wypuszezamy, to otrzymujemy wy- 
znacznik (n—l)so stopnia, o którym już mówiliśmy w S 43. 
a Skoro w W, opuszezamy dwa, trzy, eztery ete. rzędy po- 

ziome i pionowe, to pozostają wyznaczniki (n — Zen, (n—3)zo, 
(n—4)go ete. stopnia, które nazwać możemy drugo-, trzecio-, 
ezwarto- ete. nizszemi wyznacznikami, albo drugo-, trzecio-, 
czwarto- ete. częściowemi wyznacznikami, albo nareście dru- 
giemi, trzeciemi, czwartemi minorami. 

Znakowanie pierwszych, drugich, trzecich ete. minorów 
jest następujące : ^ a 

Ap, NC (Aale z 


gdzie pierwsze wskaźniki oznaczają opuszczone rzędy po- 
ziome, drugie zaś opuszczone rzędy pionowe. 


e Lë 
3 56. 


Uwaga. Jeżeli elementa są pomiędzy sobą niezależne, 
można z wyznacznika minory odebrać za pomocą różniezko- 


ZIN 


| Hieren org.pl - A 


wania. Zaakówić zatem BAS. minory w następujący 
sposób: . " 
d aW, | aW, d4W, 
dá, day, das, da, da, da, da, da ,dausda;; 


= » 


B 


8 57. > 


Wniosek. Ponieważ pierwszy minor 4,, nie tylko «,,, 
lecz i żadnego z elementów ptego rzędu poziomego i qtego 
rzędu pionowego w sobie nie zawiera, zatém być musi: 


d? W, d? Wya d? W, 


As du sm day da,, — 9 day day, — O 

d3W, ad’ Wyn d? W, 

Wap = © dran O GR 
d W, d? W, 


da, da da, — ^ delt — 
W ten sam sposób mozemy wiee oznaczyć minory i ich 
wartości w sposób następujący : 


(2) (Apopo —9, (Aps)re = O, Läsche = O, (dek = 9, 
((Apq)rs)uq m 0, ((Apq)rs)pe m 0, ((Apg)rs)us Pr 0, ((Apg)rs)re =0. 


B 


8 58. 


* Uwaga. Wskazniki minora z wskaźnikami elementów, 
znajdujących się w rzędzie przekątnym minora, tworzą prawo 
znaku tegoż minora i to podług $ 9. 


Przykła 
" ft Uys 14 
d'H. 
das. da = La lun = — [421423521 
m, Ce gy (4 059054 
w im a 
E * http://rcin.org.pl i 
* 


DENKEN RR SAP `" WEE S 


"e Zwé 


a 
24 


i Rm. e w» Vb 

2 TM d 
Ten minor drugi wyznacznika piątego stopnia b 
odjemnym : 


= Uggh 11098554 y 


d a RREA . 
ponieważ liczba zepsuć porządku w tym wyrazie jest niepa- GE 
rzysta, i to y 


32, 31, 42, 41, 54, 53, 52, 51, 21. 


$ 59. 
Uwaga. Na mocy ($$ 11, 12, 53) wynikają następu- ` ` 
a jące równania : 
za Lal) Ka 
KS GTA 4£ 
E (Ars)py 


d, 
, "uge, 4 
> Sii. ui ig above c d 
(2) ot Een da,ąda,. che? 
d2W, 
Flanda, 
— ((Arg)re)u: 
STR ((Apq)us)re Ae 
— ((Apr)n)u 
"E 
3) A, rsjur = EKAN ps/rq7uc 
G) Wäsch =) (umm 
+ Ager) 
F ((Ar)pq)ur 
à -H (Aue)rs)pą 
* 


> U) (Ar) = 


E 
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d3 Wa m 
OU duy, day, da, 


$ 60. 


razić 


> 


Przykład. 


D 


Aig = ty Aus F ta äu, + 


Ang = Oil + 


K =Qr(Am)n ged ke gel An ker. 
(as Aqq)3s T. 
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ep, 


— da, p, ttr da. 


d* Wy 


^ da, pe lars ttu, 
d? Wha 


as n E 


det, di p, dtu; 


d, 


d? W, 
dag, Mur dtt, 
Wy 


AA uq dys dA pe 


dazą day, Aaye 


dà, lt py Allur 


diW, 


da, det, dit y, 


[An — "att: tr Api Jar: (trs (Ai erch. 
GW = dr(Aa)ri T arr) + I Arz(Ap)rg + r. 
ez (tC AÀya)n H ara(Apa)r2 -H Argl Aan len + 


Twierdzenie. Pierwsze minory wyznacznika można wy- 
jako funkeve drugich minorów. 


F tes Aale 


I drakć pl) 
Ekel 4, n 


+= Aral Jet Jm 


— tu Ajn )m 


e si 4) 


|] 47 gud nahe + tas A5,)o + ga Aach T - - - F 044) 
Ag, = WEED "E os Aal, ix (las An Je T ie Gel ae 
A;( Anq)ąs Ce Az;(Anq)3s + 4- (tas An, )us 


d? W, d? W, 
—Àr P - Um — —— 
du, da, "dada, 
dW, diW, GR, 
"i — Ve PA 
da, dada, | ` "1 dt 


ZI 


(3).. 
aW, = ( d Wa e, Hi d? Wn A PE ak, ef, - 
dam a dada, de E 7 PEE A eweg EE 
EN EEN ZEW „PE 
m,  * dada, ! fas dada, | T Ter da dan, 
a 9E ER Qo BW, 
(4) ma." dada, `. C daga, ` ` T " das das, 
4W, Sa Wy T dW, | : d? W, 
bio (dave, Cm E on aL dae 
8 6l. 


Rozwinięcie wyznacznika w sumę iloczynów, które są 


minorami wyznacznika. 


(1).. W, = apAp "aas F Upądpz T -eH UpnAm 


Na mocy ($$ 57, 60) być musi: 
(2) W, = lp [arol Au ka F ars (Api)rs 4 eese +- 


l 
ttes (An)m| + 


Kei? Jual elt Ta r3(Ap2)r3 -+ Ar4( Ap2)ra + OE e 


Tr tm Aaen |+ 
-H apslan(Azs)n H wegl Aps)r2 | menage 
+ Am(4ps)m] + 
-H aya tri Aula H Ar2(Aps)r2 F tral Aps)rs 
= Za gel Apa)rs + ++: F Gral Aps)ra | + 


IND 


1 
i € 


F amla Ap) 4 ZE Laast 


Ed dy, WC sek se |; 


* 
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e Wi ZA E M M YT ELLE 
"= dp PONE ke: m ai Wei ge PE d 
Des uc $c Ar gn , s = 


"SANA skutek (8 58) pisaé mozemy to równanie w SE 
następujący : 
(3) W, = (Qpr — tpt) Aalen + (ans — usta Ars + 
F (apar — 44071) (Am)r + --- H (Anan — 
— Upntri(Am)m -T- 
* (Apattrz — dst io) A p2)rs 4 (aptr — 4o) Aalt + 
+ (apars — t pst Apos H + - > (palm — 
— dnttrz) (Ap2)ra + 
-H (Up3ają ` Upitrz)(Aps)ra F (iustis — asa) Aale + 
= + (dysl — dqsćtr3)(Ays)re -t 2 Jr (ystlrn — 
— U pntrs)(Ap3)rn F 


-+ (Ay, n—2lr, n —1 — Up, n —1Ur, n EYE n —2)r, ài EN 
-+ (ay, n—2llrn — Urne, —s)(4,, D San + 


4 (ap, n—1llrn — U yat y, D WEN n- 1)rn 


To równanie nareszcie pisać możemy : 


(MUZ WI 
(4) W,= Ap) -+ Aula te 
) Lë Cas (dn) " at tty. (Apes t + 
LITLLT 
E (A À 
F (Ly yn m)m + 
apu 
p2“p Wa SUR 
(4 ede ua E 
ela i sap AW E j 
e SSC 
ZĘ TEM ( Aalen "77 
CHAT 4 
v3” ps p3 (t ys 
T A „= 
A da "- E ms" 
U pz 
p3* pn! 
H p3)rn 4- 
Í U pg Gy 


DH 


Kan — 2, (pn " 


m n—2)r,n—1 4- | Ap, n—2)r.» -T 


a -9.0 = 
p. n— 2,4p, n —1 
+| 

(Ur, n — 2.lrn 


Uy n — 2, lr, n— 


(p, n — 1, pn 


+| la. »— i)» 


llr, n— Lens 
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be 


Sa 


be- B = 


d E 
4 rażenia: 


y redni l 
(5) W =2 (Ayr: 
AR 


| fer] Ww, 
(6) W, =2 


dÉ da ydus, S 


e ys 
|. gdzie pr dwie różne z nastepujących liezb 1. 2,5, 4...» 
brać mogą, na miejsca q,s zaś kładą się liczby wszystkich 
kombinaeyi z » liczb kombinowanych po dwie liczby. 


Przykład. 


Gril lgti 
d (l (095 33155 Hat dz 
w = 


d. 
31733 
CA Ji: 
(31035 (033403 zę (As): AGA siis T 


(ETELE 
31734 4 
| GAspu 


(t44 041 


(11043043044 


tay dzą 


(Asz) + 


5. Ugo 
Huh. 
(42 043 


(A535 + Mee 


a [etm 
(A35) 


PS cin 


Tu włożyliśmy na miejsca p.r liczby 2,4. na miejsea 
zaś q,s wszystkte kombinacye następujące: 12, 15. 14, 28, 
24, 34. Włożywszy na prawej stronie równania zamiast czyn- 
ników drugich ieh wartości, otrzymamy: 


a D gą 


(41 043 


(un (E 
304 
um | E^ 


(tag (4 


(3i ej t | 1214 


ta 443 


nun Sr 


TRA | T 22 s 


$ (33 (033 dta tts L (t3 dzy] [112]. 
LETRA | [az ay] Wan la 


FRZ Lm 


„Jan “al Se la 


lay PA! lą 


(45 (444 
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Do równań (5) i (6) należą także następujące: 


C ga ps! pe 
(7) W, = Z | drqlrsltyre (Au 
(el ust ue 
dp dod sw 
(8) W, = 2 Urąltrsttre —— -- 
dA uda, de, 
(uqllus((ue 


Rozwijając wyznacznik z tych wyrażeń, kładziemy na 
miejsca p, r, u trzy różne liczby 7 nastęj ujących: 1, 2, 5, 
4,...n, na miejsca zaś q,s,v kładą się odpowiednie liczby 
wszystkich kombinaeyi trzeciej klasy z liczb 1, 2, 3, 4,...n. 


$ 02. 


Uwaga. Każde dwa czynniki, tworzące iloczyny w roz- 
winięciu wyznacznika w ($61), nazywamy minorami dopel- 
niawczemi; znak tych iloezynów zależy od wyrazu składa- 
Jącego się z elementów, które się znajdują w rzędach prze- 
kątnych minorów dopełniawczych. 


$ 63. 
Uwaga. Niektóre formuły, z których później korzystać 
będziemy, możemy tu przytoczyć. 
Skoro w równaniu 
(W Ay = tnl Ape) F Are(Apq)rz + Ura( Apq)r2 -+ -H ral Aaen 


po prawćj stronie w drngieh czynnikach przestawimy drugie 
wskaźniki, otrzymamy na mocy (§ 59) następujące równanie. 


(2) —Ap= tn (An) Htr Apo)r t el alen + PF Menen 
Tak samo mamy: 
(3) —4Ay, — ul elef: Aah daja -F al As)p e Hal Aor) 
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Gelb dingt Ze au et gtt, T————— — 


H e e 
RA 
* 


Ja © 8 
Ve 
j ES d 


Podobnie jak w (§ 44), mamy równania nastepujące: 
(4) an(Ap)ni gedu Haal Apada -oE (Ap) = 0. ` 7 
(5) mr(Apau-Faar(An)a-F tC) H- e H anlam) = 0. 
Za pomocą różniezkowania biorą te równania kształt - 
następujący: 


dW, d? W, d*W, d W, 
) NŚ IEEE A>. E Aa EC 3 
Mo N Pm dada, | Wé dutt, ` on da padat ry 
22W; 
ld RE 
A pnr 
p AW, AW. — d? W,, HOW 
(4) — —— = ie e - 05 —— 3s ——— - 
dit y, du yir, daada ps dada, 
a? W, 


E -H ans —>— 
danda s 


d? W, d W, d? W, l 
(8) an- da lar, Ta day luy Tos dada, | 
d: W, 
T... ge dau da E 


ËW, , €W, | Y, 


(B) ld a A b dy, 
Geet da, day, ` de, dito, VIT da, das, ` 
dW, 
vu fie = 
ba eet Sa o : 
8 64. 


Twierdzenie. 4,,4,, — A, Ary = W, (dal 
Dowód. Jezeli równania 
dy Ar F 05,42, + gan, Lk + tA, = o. 
ityy Ais -H An + ap As, PF... ad, = 0. 
(tig Ais - 05343, gaan, +... + gailen = o. 
dysAys BH AA maen, + ++. + „A, = W, 


. D D DH H . DH DH D D H H 
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PRZE ah Pad ETA 0 

` jedno po drugiem pomnożymy odpowiednie D 

(Apq)ri , (A9) (Apq)rs; ACE (Apo)rn 

i rezultata do siebie dodamy, otrzymamy równanie nastę- 

(0 pujące: 

£ (W Ars [t Ap) 7 3H p)r + musl Apq)rs -H me Apo)rs] 7 
E Ata dack F tal deelt F ton dl +- + ga ell + 
be DS x T mt T Bech Tee met deelen) + 


D 


y + YE E K et, " ABEC. ... ii e |- "M 
rw -- Upa HA pą)r2 BP Neen -} ... + GER 


dy: licent e DZA” " att e «t + dÉi "ZER 
= W, Lä 
W skutek ($ 63, 4), ($59, 1), ($60, 1), wynika z tego 
równania następujące : 
(2) Ar. 44 4- 4,, [— SUN E tp Aya), — apal Ays)rę — 
—.—Ap(Apr)ry] = Ws (474): 
albo 
(3) Ar. Ay, ph 77 Aps ERT + hui -H (tps Aal + 
-H -ee H pn(Arojm] — Wa (Apo)rs 
albo nareszcie: 
(4) Ape A>; = A, B dr, = W, P E Par 
Za pomocą rózniezkowania bierze to równanie kształt 
następujący : 
o dW, aW àW, aw, I dW, 


5) —— . — —- , = Wa <a = 
( ) dapo ddr, duy, das, d da ąda, 
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$ 65. 
Przykład. Równanie cięcia ostrokregowego z współrzę- ` ` 
dnemi trzylinijnemi niech będzie 
(1). f= a, a) H 2,403 F a5 47$ H Sutenteta -H 2g yty -|- 
-F2agrz$ = O. 
Jeżeli prosta, mająca równanie 
(2) . . a2, F aafo + agg = 0 
ma być styczną tego cięcia ostrokregowego, warunki naste- 
pujące muszą być wypełnione: 


af 

ds 7 
df 

d (7207 
df 

is s 


ttt, A aot F agg = 0 
albo: 


a, ia um d a. 2,— 31 =0 
F ^ 5 (t 
(3). . a, jy 043747 02573— 9 =0 


r j KAPEA - 
Gisti t Orsta F E — [y 0 


gu a,7,-- a 7, =0 
gdzie r,, £3, r, są współrzędnemi, wspólnemi stycznćj i cię- 
cia ostrokręgowego. 
Skoro prosta (2) jest styczną do cięcia ostrokręgowego, 

być musi: 

041039111, 

(5.. (lof Loo Lost 0 
Migaglgglg 
a, dą (tg 0 
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E rie va M) o NO gom i 
eżeli jeszcze inna linija prosta 
(5) - + az, äere 2373 = U 
ma być styczną tego samego cięcia ostrokregowego, tak samo 
— być musi: 
(11101204371 
(6)... 0123202322] o 
(131931335 
4, Ze X. O 
Dla obraehowania współrzędnych dwóch punktów, w któ- 
rych styczne się stykają z cięciem ostrokregowém, użyjemy 
następujących wyznaczników : 


(11090150, 44 
(119fl59flo3 lgo 

(X) - . |aysQązazzazz; | = A 
à, dza, O O 
4, X4 % 0 0 
(11101904304 
(14301330540, 


719/290 590s 
4, X9 X, O 


(B). = D. 


W skutek równań (4) i (6) wynika z wyznacznika (7) 
za pomocą rózniezkowania : 
dA dA dA 
WE d bes T WE TaD-—0 
dh 4A 
T PRE A JAM =0 


d d 
NON T dy A + ag A pa e0 


dx, 
dA aN MN 
jor E ir EEN red ex 


Z (3) i (9) wynika dla współrzędnych dotknięcia się 
pierwszćj stycznćj następująca proporeya: 


Dm. ai eut — SA, PA, SA 


a: "a day drg das 
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"m 


W podobny spesób mamy dla współrzędnych dotknię- 
cia się drugićj stycznej: 
GË 1/20: di: dy se „ALA ZA 


V de da, daz 


Równanie cięciwy, przechodzącćj przez punkta, w któ- 
rych styczne dotykają krzywą, jak wiadomo, jest następujące: 


(12) . . x (za — 424) T za (ram, 037, ) d- 

+ e (xie — xie) = O. 
Włożywszy w to równanie wartości z (10) i (11) ` 
otrzymamy : 


(15).. r, ps. dA 4A. a)» A Kä dA 4^, a) 


däs" da, da, dz; dz, da, dag dx, 


+a (48:5 A dA) Lo 


dx, da, da; däs 


W skutek ($ 64, 2) jest: 


d, A0, AA Ai. BA 
dx, da, da dx, © ` dagit 
di, dir di AA GAS 
dax, day das da, =» dr dzyda, ada 
IARA SAIA dA 
dz, da, da, dzą "` dadas 


Za pomocą tych równań zmienia się równanie (13) 
w następujące : 


BA BA va PAL cg 


— HÁÀ—— Gd 
(14) dazda, T dada, * ` dz,da; 7s 
albo: 
Vert Oig 0401 0450191 
(18) |dygdgtz| a, + log aata | Tą F [tos Taa px = 0 
Ou Agg KEN MÉ (an (149.4 


albo nareszeie : 


http://rcin.org.pl 


(16) (duti toà + (513) M > 


dzis 


0,94 
— (a2, F loto -+ A2313) D? ep 


-F (asi a: Gate -|- weit ” 4| - o T 


Oznaczywszy przez r9, 9,9 współrzędne punktu prze- 
cięcia się stycznych, mieć będziemy za pomocą ($ 53): 


R TATA agaz| Jaa 
czył 242. 249. 
1*3 1*5 1*9 
(I. :mti zę 
qol. Ad (H2 
| *5*5 a349| Jos: 


Włożywszy te wartości w (16), otrzymamy: 

(18). . (auti tyty gata! > (City 299 (lagta) t3 -+ 
+ (tigt, F gata F Aggtg) ©? = O 

albo: 

af + 


09.. 2r 2t EE 


To równanie pisać można także: 
(20)... Y zp o a ee 0 


Ostatnie równanie wyraża prostą biegunową, którćj 
biegunem jest punkt z?, x}, „9. 

Wystawmy sobie drugie diio linije: 

dx, -+ br, + cx = 0 

ex, -|- Bag + (24 = 0 

przecinające się w punkcie (rj, x}, £3), które są styeznemi 
cięcia ostrokregowego. Prosta biegunowa, którćj biegunem 
jest punkt (Le, £2, 24) musi mieć równanie następujące: 


(21).. 
(22)... z te Ha, =. 
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TANG "LTEWFWYIF_OWYIIPWYTTOAIN a A "SJ =WY YW 


I m = Ze - 


Z równania (20) i (22) wynika dla współrzędny ch 
punktu przecięcia się tych dwóch prostych biegunowych — 
(Xo Xa, X,) następująca proporcya : 


df df df df| |f af 
T dzą dri det dei) | dz dzą 
(23).. X,:23,:X, — af ar| ar af | af af 
(de, dr, dr, dr,| |dz, dr, 


KE doy watt, gut? -|- Lagt? F 03375 
= LI LI 7 D , 1 , D 
guef, + erf, gent, guef, T agta gants 

Se + 303 wtf, gust? H dagt? H waat? 

yt) Fapt, + us agit, dest ak 0337 
Ee aert mett, Mat? Hatt maart 
Mut, F lt,- Mgts, 049717 lot,- daats 


Przyjąwszy współczynnik dowolny (k), mieć będziemy: 


kXj=A(etr;—r,19)--B(ay 23 — 1023) 4-F(rt2,—2,22) 

(24) Wer E(r, —2,29) -B(x, xà —2023)-G( 2, rat) 
kX,— F(rtz, —27,22)--G(r 23— 232,)-4-C(212,—2,23) ` 

W tych równaniach jest: 

A = gata — 0, B = gute — A, C — 509 — 0 

E = laglig — (atus , F= Aygłąz— (390,4. D = Ayoli — (34033 
Z (24) wynikają, skoro wprowadzimy oznaczenie 


AEF 
R = | EBG 
FGC 


nastepujące trzy równania : 
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(5) 
0 Leget eet Zuse, 9*3, HFG—EC E 
D ror, = Dee zc +(4C—F')X, + (EF- ge 


| 090, —,LY= Ze am + (EP-AG)X, + (AB-E* x, 


1 
Przyjawszy oznaczenie 
(11019 045 
P = (45035 55 
| (14123 (133 
i przekonawszy sie, iz jest 
BC—G* = «P, AC—F? = aP, AB—E? = gef, 
FG—EC =a „P, EG—BF = üP, EF—AG = tP 
R = P+ 
odbierzemy z (25) daleko prostsze równania kształtu nastę- 
|» pujaeego: 
, : k 
av, — 1,0 = p(dy A | MaX em 
, i : k 
M (26) 4 2123 — ryc; = gj tis T tX, H 95 X4) 
: > k 
«wc, NEI — gis + dog X + a53X;) 
Równanie prostćj, przechodzącćj przez punkta biegu- 
nowe (r?x9x9), r,2,7,), jest: 
(r2 ,— 2 ,2)ny + (2, 79— z%w, je, + (090, — w, wydaj — 0. 


à Włożywszy w to równanie wartości z (26), mieć be- 
| dziemy: 


(21) (ay Xi p ao azs X), + ("Xit goes + - ay X) -+ 
T (ts Xit dygXy-433 X3) = 0. 


http://rcin.org.pl 


i To E de oznacza ee Ee 
- nem n jest punkt (X, X, Xj). dy 
i Ponieważ do każdego punktu na téj prostój Kier, bie- -— 
i m przechodząca przez punkt (X, X,X,), i odwrotnie do — 
żdćj prostéj, przechodzącćj przez punkt (X,X,X,), należy — 
punkt biegunowy, leżący na prostćj, (27), przeto nazywamy - Ee 
te liniję (27) z jéj punktami i punkt (X,X,X,) z prostemi, — 
przez teu punkt przechodzącemi, odwrotno-biegunowemi ele- ` 
mentami. 
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ROZDZIAŁ VI. 


- 
Iloczyn wyznaczników. — Przekształcenie wyznaczników, — Podstawienia. 


$. 66. 


Twierdzenie. Iloczyn dwóch wyznaczników P i Q jest 
równy trzeciemu wyznacznikowi R, w którym element pzo 
rzędu poziomego i qso rzędu pionowego składa się z sumy, 
= któréj wyrazy są iloezynami z elementów pgo rzędu pozio- 
mego pierwszego wyznacznika, a qg0 rzędu poziomego dru- 
giego wyznacznika. 


Dowód będziemy prowadzić na przykładzie specyal- 
nym. Niech będzie: 


(134019045 NÉIER 
P = [253025055 ML boi bos bog 
0131039135 bzy dzą Das 


a baH orbit asb s gu By Fo 3b25-]-2, 55,3. 0, Ba -]-t:25,3-]-1:3553 
R = | nbr H abir t aba ga bat aabt irb gas ba -Fazabss 1-225535 
ga: 1-255, aF asgbias gu ban Hasb ]-153923. ga B3y|-0300327|-034933 


Rozwinąwszy prawą stronę równania ostatniego za po- 
mocą $ 46 i 48, otrzymamy: 
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ge 


gue ydy tbat tba, gu Bar A obs 3095 | ` 
R = by [025 Abart abort aogbag, aydzy|-Gopbzo-|-agzbzz | -+ 
3t. 031051717 055035-]- 55555 , 031054 039555 ]-ttssbas 


uge 0 31b24 71-0 13055- 1-045555 , muar Hai 5555 ]- (13035 
L byy | dog; Mobo T7 25P22-1702355 , (1551 Aggb32-|ogbzs T 
(3g Agydzy|-Agydog-|-Azzboz ; Azydzy a 3232 t Gggbąg 


Bn ydy 4490230 39235. Absit abzasda 
-H hy [4235 Ay baj 733595-]-053555 , azb -Haba aosbs3 | = 
z3} da bag | (1330557 ]- 033055 , (3103, ]-153535-]-53555 


Ai Mi 04153; 2043555 0,3533 
= biba [421 gas 021535 17125555-1-223535 | -1- 
. at (015. zydzi -]-0155555-]-55554 


415 0425. Ou dzą tlbs gbg 
doi, Ee 
ga: Gaga 03103, 7-055055 -]-153535 


lin hg, tbs |Ay205-|-0q9bgg 
A; ag) Azydg -H (155555 -]-tt3 bas 
315. (53. Azydgy | 133553 -]-(155033 


015, (31. 1415311704553 ]- 0,5535 
dos, dy bgi- 053555 -023033 
(132, datz Azydgy | 139035 ]- gabs 


+F buba | 
(195. 015; tnde oh 


-H 


BR 
` 


F bibas 


E 


Sek biba 


E 


T bubo, M2, dą, (191534 1-025555 ]-ttos bag 


go, dag (11031 Jah Lachen 
(195. Aqgy unhat FA42032-|-04g0g8 
van dats Oarba Jg 25D35-]- o3 Dag 
gan, dan (01031-53055 J-usabag 
ug us ua Habo 413033 
gan A Aydzy A>ąbzz-|-Aggdz3 
(4335 dats Agydgy | Agqbzg|-Azgbgz 


— 


T bibs 


=- 
"pop Sai 


F biba SE 


mn TE E A E _ — 
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PZA PIP" 


ELA (tu 
-p bigbag KÉ 
Tag: 


| (ua: 
"hs -H bigbag | 425 
Tag: 


R = bybysby 


-H bubysbss 


> bib2332 


-F bob 


Ss b gba bas 


F bisbasbas 


T bygbzybzy 


fli, 
dzą, 
(ag 


a 13* 
(ans 
(19s 


034045 ti 
(1910155 (0131 
(131035 (lzy 
(1,4049 Mig 
(1316055 (133 
Ag, gą lgs 
034043 du 
(19, dag (195 
(151033 dzą 
043044 03; 
(155151 (191 
(133034 (134 
1115 (54015 
052 031093 
(133 (134 135 
(145 (t 3019 
(139 (1336155 
(135 (0330135 
Qs 04,04, 
(tg (03:1 | -H by gbo1bs2 


(an (T3, (31 


hyba 72b -Haiba 
(191534 -]-ttagbso-]-ttogbag 
ven bsi H tt sobao 0 oben 


ybg Hts t 13033 


AydząFA>adzą-[-Qogd33 
(I'ayPai 7759555 7]-(155D5 


Ponieważ podług $ 41 w sumie ostatnićj pierwszy, piąty 
i dziewiaty wyraz jest równy 0, przeto otrzymamy : 


(144043 015 


-l 


H byądggbzą | 21022 022 
(1310155 (139 
(11043 04, 
-H by ybągbgy | 021028 021 
(131133 fa 
044043013 


H Pubasbss | 2195 023 


dg, 6133 (aa 


-+ byy by, bag 
Azą (gi 135 


(14 9 (T3911 
T Pigbagha, | 22 23021 


(139 (13313, 


(119 0,3043 
-F Pygbasbag | 22 (193123 
(133 (133133 
(43 014109 


Ag (1510195 


(49 yyy; 
(199 (1, 055 | -|- 


zg (31 439 


(13 (1,015 Ag datt 
-H baia, | 25 021023 | 7 0130235, | 423 238i | -+ 
(133 131433 [E 
yz 033049 an 4 afl qs 
-H byzbązdgą | 23 0250232 | + Dygbygdą, | 423 2225 
(133 (4035053) [TU 


W tćm rozwinięciu znów jest pierwszy, drugi, czwarty, 
szósty, siódmy, ósmy, jedenasty, dwunasty, trzynasty, pięt- 
nasty, siedemnasty i ośmnasty wyraz równy zeru, zatém 
mamy, przestawiwszy w dobry porządek rzędy pionowe, na- 
stępującą wartość : 


* 
411013 043 411042 013 
R = by bbs, | 021422 25 | — 51525552 | 2122 23 | — 
(13,0032 (a 6134135 133 
0,4042 045] - 0611032 fm 
— b12b1b33 | 02:622 025 | 3-512025 | 2122 23 | + 
Az, (139 (135 dzą dzą (133 " 
06110,3718 (34012 033 
-H bygbzydgą | 21522 ge | — 51552,54; | 421522 23 
+, LLL !131133 (133 
albo: 
H 
1 
R = [b bebes =D Baz dz By 202 1553717 01352353171-013921553— 
04341049 043 
— bishops, ] | 921722 25 
(1316133 (33 


albo nareszeie: 
d119,5| [Ör Aus b13 
R = 02122 log | * | Boy 52; 555 | t. j. à 
(31152 deal [551 be Das 


R=P.Q. 
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K 
§ 67. 


Wniosek I. Iloczyn dwóch wyznaczników P i Q jest ró- 
wny trzeciemu wyznacznikowi R, w którym element pzo rzę- 
du poziomego i qg0 rzędu pionowego składa się z sumy, któ- 
réj wyrazy są iloczynami z elementów pgo rzędu poziomego 
pierwszego wyznacznika P, a qz» rzędu pionowego drugiego 
wł bej Q. 


(11019 (t bybssbis aitia (113 byydoydgy 
(91039 155 | * | Boydggb25 | = [2122295 | * |D49%2905| = 
1310189 (035 bz1b32b33 (131033 (133 bigb23b33 


2,40, Hibat tabs bata bF tahan gun ba Fab Faas 
= |22517]-223524]72::5,,, an bus Foscbes taraba 03,5,5-]-222523-]-02555; 
43, |azadzy tasha 0510, r Faabz Féëaaban, ayb, 547032023 E oben 


» & 68. 


Wniosek 2. Iloczyn dwóch wyznaczników P i Q jest 
równy trzeciemu wyznacznikowi R, w którym element pgo 
rzędu poziomego i qz^ rzędu pionowego składa się z sumy, 
któréj wyrazy są iloczynami z elementów qgo rzędu pozio- ` 
mego pierwszego wyznacznika, a pgo rzędu poziomego dru- 

giego wyznacznika. 


041043 045 hu bah 535,555 03,19 015 
451023 dag | * | 521.9555 | = | 5915,55 | . | ya 423| = 
(31033 (133 Bai Bechag bzybząbzz 034039 035 


2,5, ]-2,55,,-2,55,; ; zech -Hanabi Hanabia, 23,55-7]-2535,5-]-2555,5 
2,154, 472,35, -]-2, 30a: , 0552-55, 225, zy ba, 723355, ]-2535,5 
gun Ba Hobs Haba; anba-a, 5,, 1-225555; 25,55-]-2,,5,,-]-235),, 


L4 
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Wniosek 3. Iloczyn dwóch wyznaczników P i Q jest 
równy trzeciemu wyznacznikowi R, w którym element pgo 
rzędu poziomego i qg0 rzędu pionowego składa się z sumy, 
którćj wyrazy są iloczynami z elementów qgo rzędu piono- 
wego pierwszego wyznacznika, a pgo rzędu poziomego dru- 
giego wyznacznika. 

034015 013 bybybus 
Azyl Az | * | PaibosPos | = 
(51132 ga) |bzydgądzą 
255, Fäsch, Faha Grądy -Fëssh, Fësch: , 2,55, -Haba asab 
„= |ti ba Han bartan Ban 015027172,,5,,-]-72335,5; 050, 22:023 33h, 
a, byy ra Bata Bzz , Gaby e 092033 > 2,53 E -2:552s 


8 70. 


Uwaga. Twierdzenia poprzednich czterech paragrafów 
możemy ogólnie wyrazić w następujący sposób: 


(030495. . « 1n fu Duef, Din €11€12€13 * + Dis 
(1910336159 . . . (3n b, baba . . . bon Co1C23C93 . - + Cn 
Agydząfigz -— zn] . |Bzydządzg - - -ban | — | C3103233 + - Can 
[ULP + » « Ann bnądnadn3 « + Ban Cn1Cn2Cn3 + » «Cun 


gdzie cp którąkolwiek z następujących sum oznacza: 
z (tpibg F gaben + Ap3bgs +. +  -|- Apnbgn 
Aydyg -]- Apabgą F Upsbzą TE: Apnbng 
cagbig -F Uzpbzą -H Gapbsa +- - -H Unpbną 
Aypbgą -H gabe F Azpdgs F- -F geben 
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d, GT STERTTT E TT "——  —— a4 


. Przykład. 


12| |56 
3 al a g| = 8—0640—42) = 4 


15-26, duri | 17, 23 


se —39 923—001 --897 = 
35-446, 3.7-148 39, | 1159 39.23—901--891—4 


s t 


Wniosek. Iloczyn ilukolwiekbądź wyznaczników można 
wyrazić przez jeden wyznacznik, który rzędu danych wy- 
znaczników nie przewyższa, i którego elementa są całkowi- 
temi wymiernemi funkeyami elementów z wyznaczników 
danych. 


Dowód. Jeżeli jeden z danych wyznaczników jest ngo 
rzędu, to wszystkie inne do ngo rzędu przyprowadzić mo- 
żemy; potóm tworzymy z iloczynu lgo i 2go wyznacznika 
podług znanych reguł jeden wyznacznik, z iloczynu tego i 3go 
danego wyznacznika tworzymy znów jeden i t. d., nareszcie 
przychodzimy przy ostatniém mnożeniu do ostatniego wy- 
znacznika, który jest równy iloczynowi danych wyznaczników. 


Przykład. 
abcd abcd | | cy, 0 0 
aybyczdą | | Tii] _ | azbyczdo |, 23,00] _ 
asbsegds | | Toya aggscgdz | |00 10 
a,bycydy abcd | [000 1 


44 D ya, 04257]-b yo, gue di 
gar: bai, GąTą-|-Bzyy €), d; 
4344 1- Bzy, A3T2-|-Bzy, €3, dz 
goë > Bzy, 1,423754, 04. d, 
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$ 12. 
Przekształcenie szczególnego rodzaju. 
Niech będzie dany następujący system równań: 
uff 1-0, 343 = u, 
(1)... 42121 T7233 T- 0373 = me 
gau aas Lab = ug 
Wyznacznik tego systemu jest: 
0,1039 0,31 
(2)... P=|dxydz ga 
031 032 (as 


Zmienne x mają być następującemi funkcyami zmien- 
eeh, vs? 


bui ba äist: bryg = 7 


(3)... 4 Bigi TF Pasya-T- Pao = 12 
bis -F Basy Pass = Tg + 
Wyznacznik tego systemu jest: 
bibi ba 
(4)... Q = | Bubaattag 
b, gb23b3 


Chege mieć u jako funkeye zmiennych y, kładziemy 
wartości z (3) w (1) i otrzymamy: 


(abii Hbi t taba) (anbat hbt tab) Yt 
T (auba 7-41355571-t,5553)93 = U 


(b)... (aa by 35151-25513 ir T7 (ay By H 225291 125553 )us F- 
- (a51534-1-0555551-t55554)y3 = W 


(tabu Latz -Lgtaabta äi, (Cab Fg2b22 TA9ybs)Y9-|- 
+ (agi b31 A3205-agąbgą)Y3 = Ug 


Wyznacznik tego systemu oznaczywszy przez R, otrzy- 
mamy : 
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11012013 
(6)... R = | c21022025 


031032033 


gdzie ilości c następujące mają wartości: 
€ — Ou by tbi labia 
C= hba- tgb- 15533 
C3 = bzy TF 0455557170455, 
C= gab -H 053D1-]- 053515 
(1)... A cza7F 2121F bz 1-025523 
C93 d>ybzy-| gab Jas ba 
Gau Azyby | ząb, 033015 
0517 azydą -F Aząbzz-|- 33023 
C337 dzy Ba | gabsat dządgą 
Ze systemu (5) wynika: 


? 1413615 
d u.c. c 


Ga uu Catus Cs, Lo Mstsa”ssl 
A R STAR 


PUKA 
61143045 


(8)... ` mie Late Cs, Jare 
RE e E E MTS 


1161 2, 


Ca 12 PL! 


A W Ci uy, rus C3 3 _ lesa fa att 
8 R R 
Z $ 66 wynika równanie następujące : 
(9)... R=P.Q. 


y $ - Wyznacznik systemu przekształconego R jest wiee ró- 
wny iloczynowi z wyznacznika P systemu pierwotnego 


http://rcin.org.pl 
Aa "JF rada A <A PY) "PANK" ECHTEN 


"> 


(és 


Se 


5 


- 


i z wyznacznika Q, który się modułem przekszt 


nazywa. 


g 13. 
Przekształcenie ogólnego rodzaju. 


Jeżeli (n) linijnych funkeyi z (n) zmiennemi 
guy tyto- hista. «de tns = ut 
(19344 -|- 039305]- ann, D lonn U, x 
(1)... 4 anty a3 -H lst- -oa H Agu, = ug AL 


B DH DH D D 


dm- lnot- ssa ... + yny = Up 


za pomocą następujących linijnych podstawień y 
Dant bayet Bes -l--.. 1- bays — 7 
bayi} by Dzaja H. +: -H buys = Ta 
(2)... 4 Prsyy > hatt, t Days -H - + -H Unsyn = Ts E 
. D B / 
Dinyy H bontja} Danya > - - 717 Pantin = En 
się przekształcają, wyznacznik funkevi przekształconćj J 
€11615€12 - + + Cin 
Ci CąCą3 + Ce d 
(3)... R = €31032€33 + + + C3n M 
Aj Mt ^ 


WIEST 
jest równy iloczynowi z wyznacznika funkeyi pierwotnych 


034 0496013 ...(lin 
(9105560023 . . - (än 


(4)... P< (0310390033 « . « (f 3n 


Oui nof nas eU nm 
10 
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(4 wyznacznika podstawień 
b jydąy bzy i. Bet 
bigdaabzą . . . Dna 
6). Q= Disbosbas . . . bas 


ba Ae 
tj. | (6)... R=P.Q. 
Elementa wyznacznika R mają następującą wartość: 
(T)... Cpg = tat LApebqeApsbqs +... + Upnbgn 
. W skutek przekształcenia zmieniają się równania sy- 
stemu (1) w następujące : 
Ciit EYF C13J + 1 Cinyn Fw 
Cy Hea Casa >» +» H ConYn = Up 
(8)... | Cay- 6929/37 Ca3ys -H - -- H Canyn = Ua 


CY gleeft Z ... =- CnnYn = Un 
Z tego systemu wynika 
€11€13€13* + « Ci, p—1 W e, Schu, Cin 
- ud 
21022023.. « « C2, p—1 Uo €», p-]-, - Cën 
CES Ry,— €31€39C33 « + . C3, p—1 U3 C3, rh ... Cgą 


Cn1Cn2Cn8 « : - Cn, pits Cn, pti * Cnn v 


Nadmienić tu jeszeze możemy, że ilości u mogąttakże 
mieć wartości równe 0. 


Skoro elementa wyznacznika Q są identycznie równemi 
z elementami wyznacznika P, wtenczas mamy: 


(10)... R=P: 
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x aks" E R kd: 
Sa PETERE UNI EN NIS 

Elementa wyznacznika R można odebrać z równania ` ` 

2 2 2 2 
(ty + pa + ps H.-H Um = Cpp» 
dając wskaźnikowi p wszystkie liczby od 1 aż do n, i z ró- 
wnania 
pili F Apeltgz H Apzllgz F.. > dipndlgn = Cpg, 


kładąe na miejsce pg wszystkie kombinacye drugićj klasy 
z liczb 1, 2, 5:8 


$ 74. 
Podstawienia ortogonalne. 
Podstawienie nazywa się ortogonalne, skoro się zado- 
své czyni warunkowi następującemu : 
(1)... 17-703 03-05 "YYY P JA 
Podstawiwszy w to równanie wartości z systemu na- 
stępującego : 
T= bui bay + baa H-H niyn 
ay By bat F Ba2y3 1-17 Dusty 
(2)... i zs = Pistfg-T- Bag r Dssys reszt" Bai 
En = binya- Banya fal H.-H Base 
otrzymamy : 
(3)... y1--yi--y3 H.H = (Qhi Hayt bays tt bayn) tH | 
+ Gy, A Bays bass ot bnn) H 
+ (biiy + Dasya + Basya Fus) ; 


* (Diny th basa basia qt buys)? 
albo: 
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WZIAC A „+. "m d ai 
yia EA +..-+-0$) + 
Te y 


n | DYD... RR 2) 
+ 22 YpYq(Bp iba BpabągBysbyst-... Fan Dan) 


gdzie na miejsca p o kładą się wszystkie kombinacye dru- 
gićj klasy z liczb 1, 2, 3, ...n. 


H 
Z tego równania widzimy, iż n? współezynnikow orto- 


gonalnego podstawienia 


+ 1) =) 


następującym warunkom zadosyć czynić muszą : 


"EIE 
| Aha V beau bysbyst sc Baas = 0 


i W pierwszćm równaniu jest p = 1,2,3,...n, w dru- 
giém równaniu kładą się na miejsca p q następujące kom- 
binacye: 


(12), (13), (14), .. (In), (23), (24), (25),.. (2n), . . (n—1. n) 


Współezynniki równania (4) są więc elementami kwa- 
. dratu wyznacznika podstawienia ortogonalnego, t. j. 


by bib HD Din 2 1 0 0 ... 0 
bo, baybąz "T Don 0 1 0 T 0 
(6)... baibashs ... bz, e 0 0 I ... 0 mM EE P 


bnydnabn3 ... Bnn 0 0930: 54 


Z tego równania wynika: 
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— Cette neen, dE, gtt 


by bysbis E Din Mik U ó 
byybyzbąz ... bon | ROYI 
bzybzzbąą ... Dan 


si Zeie . 


byybnabn3 ++. Dy, 


$ 75. 
Wniosek. Z ostatnich dwóch paragrafów wynika, iż 
wyznacznik systemu, składającego się z » linijarnych funkeyi 


z n ilościami zmiennemi, niezém się nie różni lub tylko zna- — — 
kiem się różni od wyznacznika funkevi przekształconych za — — 
pomocą podstawienia ortogonalnego. «A 
$ 16. i 
Przekształcenie wyznacznika podług Hermita. p 
Za pomocą mnożenia wyznaczników można wyznaczniki — 
przekształcać i wyznaczników przekształconych użyć w ha- 
daniach bardzo ważnych. d 
Jeżeli wyznacznik , 
(qi 4513 +- lin Zwé 
(5102323 . . . äs M 


ue p (31032033 « « «(35 


(ig ns. «Cn 
pomnozymy z wyznacznikiem 

dy 053 0002... «0 

X9—48,, 480 .....0 

S |^ 9—144,40...0 


. H . B 


.. n (lny 


p 0 00 Deng gn, 1 
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o 4 
TON ` ao 
b aa * É 


sł 


zde Kidd A i kk en A ge, 
| przyjmiemy, iż nieznajome ilości z,, 24, 25, . .. 

czynią następującym n równaniom: 
240g + y, F Zglgy H H Anim = 1 
94049 F tollo -H 23033 + ... H Enine = O 


44043 F Ządłąg F ëatte + se Zaiten = O 


dn zadosyć 


: dy yn dz, - agn +... -H Saiian — O 
T iloczyn równy będzie wyznącznikowi: 


KA (1505, — 590,1, 05304, —03)0,,; 03304, —0,403;, ++: Gn—1, 2 n1—dn20n—1, 1 


015/194 — 61930, ,; 05303; —0334€5,, 033044— 0,303, , +: Gn —1, 3 6n1— O30 n— 1, 1 
|4, 09, —0240,,; 03403, —05,0,,, 03404, — 0,4403. Qn—1, 4 Gn1— Anin], 1 


J = |0 aan gland, 025031 —354215 03504, —Q4503,, n], 5 An — 9nnàn—1, 1 


Aind, — (2nd, ,, 02nG,, — AINA , G3nQ4; — 04n05; ,...(n—1, n Ani —dnndn—], 1 
albo: 
35 082—905 Ora, (dyr Bzz; 04, 0,604405, ve Gin d$, — 028403, 
bas U3 — A3203 ` Gan  03,— 03304, zg Ozi — 605405, An Az; —G3n0., 


G5 — 041— 04403; Qas Out: Az Qg — Aisy: An 044 — Ginn 


^ 


n-1,2an1—an2An-1,1; An-130n1—An3An-1,1, On-1,AGn1— OnAGn-1, L; -+-On-1,nGn1—Gnndn-1,1 
Poniewaz mamy 
S = (—1)*-a,,05,04 + - . 151 
zatém być musi 
J = (—1)y7a3,4504 + . eu P 


e Jako szczegółowy przypadek takiego przekształcenia 
| jest 


z* 
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- M "ET ze 


PTO 
^ v Se 


cn VOY] 


4 | 4 SMB 
E 125 wow) IG , 34.» 
rr 3 ad Ra Za SC 

E 

er b 

Za y 

Ez b 

a Ae 

w b 

$ 77. 


Przekształcenie wyznacznika podług Sylwestera. 


Twierdzenie. Wartość wyznacznika 
04404945 s Czyn 1 
(131033055 ... dą, 1 
Qzylgąllgg ++. (£35. 1 


(U... A= 


ELACA 


Any Engl ng e Ann 1 
"TEG au 
jest równa wartości wyznacznika 
4,14434,5 e Aja 1 
Aoi Ass Az ... An 1 
Ay, AząAgz ... Aan 1 
CHE a d e 


AnyAnzAng un Ae 1 
kA. ein 
w którym jest: 


hitp://rcin.org.pl E 


D 


i" DOE ^ V Tre ee T 


B (3)... Apr = Am + hip + a 

| gdzie hy, ħa, hy... Bn; ky, ką, kg.. Ka są dwa szeregi cal- 
- kiem dowolnych ilości. 

S Mnożąc bowiem wyznacznik A z wyznacznikiem na- 
(o stępującym: T 

e 1.0:0 5.0. K, 

010... 0 k, 


070.0550. 4. 


INN v 
e 


> 5-005 60 
TA 000..01 


sm 


| i wykonując mnożenie podług rzędów poziomych, otrzymamy: 


UTER TP LIP -.. 1 
gy Has gag tog dg, -.. 1 
ga Hy; Agatka, 1s dH, ... d 


dí ky; Ungt ko; Gaar 1 - 
l, L 1. 7 50 
Pomnozywszy ten wyznacznik podług rzędów  piono- 
wych z następującym: 
1,00 35290 
0:130. 5:020 
DO 11100 


otrzymamy nareszcie : 
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$ 78. 
Niektóre wywodzenia z $ 73, 6. 


Jeżeli równanie 
P. d E 
różniczkujemy podług a, dj, (54, .. . 4,0, Otrzymamy ze 
względu ną $ 73, 7 następujące równania: 


Q . day, — = R, SE EE ba + sas E rdi V 
aP aR E 
S Fols dos „kę, et s cke us * 
dP dR an | dR 
Q E f dey, m bech OE bas TD oe -+ dc n3 
dP db 
Se dt zd am, an eri SE E 32 


Pomnożywszy te równania KREM % 
dQ dQ  dQ dQ 
db” db, du ` ` db,, 

i dodawszy je do siebie, otrzymamy: 


(1) dP dQ aP dQ , aP aQ aP dQ _ aR 
" day db, ! da, db, ` day, dbp | dag db, — de 


poniewaz suma CURA 


dQ 
br. „BE "a. SUE T- +b P" d, véi 


jest podług 8 45 równa zeru albo równa wyznaeznikowi Q, 
skoro p i q mają różne albo równe wartości. 
Skoro elementa wyznacznika Q są identycznie równe 
7 elementami wyznacznika P, wtenczas równanie (1) PORY 
biera kształt następujący : 
u 
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oq 4dPdP , al aP aP dP, | dPdP_ ap 


EUN "da. ag daa GE dr, 


4 


Przypusciwszy jeszeze p = q, otrzymamy: 


». LISCH GES 
( Pa ^B da, gr das Er da, depp 
Przykład. 


Z wyznacznika 


2 
011049 (13 
13 — | 03122 tyg | = 
(1310139 (a 
oh ta: rasy andy Faass ists 4090430320, 5035 
F | ydy Posta Posty 0874 Hara Fars s ay annt saa] = R 


j 2 2 2 
gutt Fan Fazno Anant iaat asa och kën Hass 


(WK >) 2 2 
E EE eT 
dag) Mda ditas de, 


2 
raz], |ant 


a 
Wës 


(93 og 


a (a LT dog 


= 2 E 2 
goe Faol as d.e, auo pag, pag, 


albo nareszcie: 


gé Fa ag, ` Gqdzy|-Gzqdo;|-Qj5dzg | 


pat ` aatis)? Lauter tatg)? (trfat) = 


SA. 4 


Różni zkując z równań systemu w $ 78 następujące ró- 
wnanie : 


Au yjud, Binid, 
tp V T cL ZE - P 

* zP 
2p. 


pd yp e 
btgriug EL be sb 
SEET LW SC 


apio 


Ei op op 


HET 
Id, 6, Id. ' Bien 
"unn PR e fg "Enc. à OB Loca aa Żak SP cui 
UP META qp WE OP dP 


Ea -H-H Iri 


"lg" 


podług b,,, otrzymamy: 


(a) 


„pl 


H 


cin.orQ 


ECH 


http://r 


ESCH, 
* 


E. 
SE 2 
El j 
$ E 4 pud. E at Aldlpnud, 
VA t igły PP peser p ngitp re bien M T "pris „PB 
Ze S 2 qp qp 
x ck o 
a, * > atoyi: 4854, Kd alypfd, = 
Ka E (9 myta PB ty, WOP sę tap -— Mosty „PB OS 
c E zi S TA Asp EE GG TA T qp A3 CAN 
SW” Ge Z ` O M 
NSA, FE: 469p (d, al Y 
Yeh E > z oe EE | rre 3 Goen T» P La AM "opp = 
ps E Do Es z AP Ur = c 
U wis 4 KE 
ute S «upltyp «typ'top «typo «lop'top ^p !up 
RE Il E sTobuy, siop — el Di sTo? Ty) liv "oif emt : 
DOE [RE PAP mE SIS NT mo | "rp ^g» D $ 
SR n Le © | y 
; E AE E , c 
E lr 
m 3 
b * A 


K 


E > 
A E 
ve any jud, bugbuy, 48555 d55)| bugb& y, ZE KW Wé AMgpudy bugbty 
E: E ES 9L sss pU REZZE WË EZ TE 
ge © zP Ki zP yuQ 8j) qu ng st uu stg? Ip 
D Y 
ped 
a 
: E 5 swypidop | Ph YE. n. Moe, ép Hob) E LI Hl 
Lë 5 P Lëomn AP 898p AP 9995 E CY E MM 
o = 
KE: SE. topo "e| a Api nm prp Bib jL 35g begin T 
pł E asp 559" Aaf |*q**p Hoh 'Q*5 qup sap 
y E ES atop op j bigun e EISE b ett nien Hoaifn ig Dain 
"n E WEIL WË NEZ WM azP WR up WM 
E. bag (d. bd 
Man sl D 
E =P _ EE e 
F OP UP OP dP 


albo : 


è 
z 
a 
© 
* 
E 
2 
= 


gdzie u i v wszystkie liczby 1, 2, 3, 4,... 
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$ 80. 
Jeżeli równania systemu następującego : 


KH. Ap aP dP 
d dada" "yag e doo = H; 


mgt d sau Fb da ass 
pomnozymy odpowiednie z 
da da dq — da 
du dbz,” db, ` dbs 
i dodamy je do siebie, otrzymamy jako rezultat: 
. X = KA 5 Ha + E E Ha 
W podobny sposób otrzymujemy : 


dP^ dé dQ dQ dQ 
Cs fue REF RET E +. .. EE Era dba 


"bg dQ dQ dQ 
"AR. T Ag ee oq, 


Skoro równania tego systemu odpowiednie przez a, 
lr, Menn, en pomnożymy i do siebie dodamy, otrzymamy 
ze względu na równania następującego systemu: 


http://r 
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Ha z D E d 
IK wf AA Pé — oO wem ums 
We v pr" V 2 w 
E gr 4 : r 


dQ , d 
ta m + Long. d ban. = Fn 


dQ dQ dQ dQ 
Ek Hati RZA iz = 
WEIS Va Wa dba, i Tod, K3wsrzl Arn dh, Le * 


dQ dQ d , dQ 
elt zb WD Hr ari jb, deban ane = Ka 
dQ dQ dQ 
Gri d a5 db, 9 — ST" +++ dm = Ka 


bardzo pojedyńcze równanie kształtu następującego : 


(D... PQ = HAE + Baba Baba, -— HK ie eft 
«tipi 2 


Pomnozywszy równania tego samego drugiego systemu 
przez (a, (9, (3, . . . 4, d dodawszy je do siebie, otrzymamy 
ze względn na system trzeci: 


(2)... O = HAK, + HK -+ HK, - Lk HK, 


Ilości Mp, K,, są, jak się przekonać możemy z pierw- 
szego i trzeciego systemu, wyznacznikami ngo stopnia. 


8 81. 


Przykład. Szukając osi głównych powierzchni drugiego 
rzędu w analitycznćj geometryi, przychodzimy do równania 
trzeciego stopnia, które w kształcie wyznacznika możemy 
w następujący sposób wyrazić: 


a—h Yy H 
Che, GC 593 dq. 
GE c— 


Bardzo ważną tu jest rzeczą dowieść, iż to równanie 
ima rzetelne pierwiastki. Dowód ten jest przez kilku sławnych 
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matematyków podany, lecz bardzo pojedyńczo i z wielką 
zręcznością prowadzony przez Sylwestra za pomocą reguł 
o mnożeniu wyznaczników. 


Pomnożywszy równanie (1) z wyznacznikiem f(»). 
otrzymamy : 
a—, Y d a, % P 
(2)... f(—3)-f0) = „Bd, aj. y KA, aj = 
B, 4, GA B,  a,c--A 
ateta, eg + z(a-- 5) az |- B(a-|-0)] |A—*, F, E 
=| + (a +b), b*-|-a*|-y2—3, By +- a(b +-c]=| F, B—2S D 
«y + Bla 4-0), By 4 a(b+o©, kee E, D, C—h 
gdzie litery duże 4, B ete. dla skrócenia wprowadzamy, co 
one wyrażają, widzimy z równania. 
Rozwinąwszy wyznacznik, mieć będziemy: 
(3)... FAY) = — 3*--(4+-B+-0))* — 
AFE 
— (4B-- AC-- BC— D* — E*— F2yy? --|F BD 
EDC 
albo : 
(B —f0) A) = — (a? D 02-222 262 292) 
-- (ab 2) Hae EL (bo) (025) 9 90) 4- 


a (e 
a | P 


T 3(er— type — | 2 


pace 
Używając krótkich wyrażeń, możemy to równanie pisać; 
(5)... —f0) JS) =R— I»! 4- M3? N — 0. 
Ilości Z, M, N są, jak widzimy, wszystkie dodatnie. 


Podstawiwszy 


a= a, dx b =D, ti c=c,-pa, A= huis 
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01—», M 5 
(6)... f(—) = E ano Së 
H Kyai 


Równanie 
T) AN) i04) = 0 
będzie więc kształtu następującego : 
(8)... Xt—L,3:-2-MQ31— N, = 0 
gdzie współczynniki mają wartości dodatnie. 


Na mocy reguły o znakach przez Kartezyusza żaden 
pierwiastek tego równania dla 23 nie może być odjewnym, 
t. j. nigdy być nie może: 


134 


XX o : 
H B. 209 
Zatém i być nie może 
x=} —1 
Wszystkie trzy pierwiastki równania 
f(—)-0 


musza wiee byé rzetelne. 


12 
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ROZDZIAŁ VII. 


b e a 


|. Wyznaczniki odwrotne. — Minory wyznacznika odwrotnego. Kilka przykła- 
|. dów. — Wyznącznik z pełnemi elementami głównemi, wyrażony za pomocą 
— wyznaczników, których główne elementa są równe zeru. — Rozwinięcie wy- 
d znacznika, którego główne elementa są z. 


ą g 82. 
Ké Objaśnienie. Jeżeli z wyznacznika 
- CY AT 
5s (1211550153 . « . dan 
P „= | 91732788 * * * Ogu 
D SE 


[TUTTI ... nn 


(o inny wyznacznik 
b, Ay AA ++ An 
Ag Aas Aa ... Aon 
pi Vandalen, - Agn 


An Aną An3 ... Mis 
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w taki sposób tworzymy, iź donent dp, W pierwszym " 
wyznaezniku odpowiada element A,, w drugim i elementa 
w drugim wyznaczniku są pierwszemi minorami wyznaczni: 
ka W, to wtenczas nazywamy P! wyznacznikiem odwrotnym - 
wyznacznika P. 


$ 83. 


"Twierdzenie. Odwrotny wyznacznik ngo stopnia P! jest 

równy (n—l)ó potędze pierwotnego wyznacznika P, t. j.- 
j (by. picem 

Dowód. Jeżeli wyznaczniki Pi P! zesobą pomnozymy, ` ` 

otrzymamy trzeci wyznacznik, którego elementa rzędu prze- 

kątnego można otrzymać na mocy $$ 42 i 73 z następują- ` 

cego równania: 


(2)... get deg + padpa + pss H-H app, = P 
dając wskaźnikowi p liczby 1, 2, 3,...n 


Wszystkie inne elementa tego trzeciego wyznacznika 
wydobyć możemy z równania : 


(3)... ap Aid ap Ai tps Aid" As = Q (patrz $ 44) 


kładąc na miejsca pq następujące kombinacye: 12, 13, 14,... In, 
23, 24, 25, ... 2n, 34, 35, 36 ... 3n, ... (n—1,n) i odwrotne kom- 
binacye: 21, 31, 41, ... nl, 32, 42, 52, ... n2, ete. 


Na mocy tego objaśnienia mieć będziemy: 


WOD ue A. 
0 WD....0 
(4)... P. P! = 4 SZ E 


0 RO ESTEL dl 
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Zaióm 


LS 
(5). P! -| d 
p^ 
Przykład: 
Wytyądzz| |4443 
(6)... P,P} = | 21822 zz | * | 4422455 
Ay Gządyz| Aa Ae Aga 


mta A-F andit andin 02, Aj 7]-222422-]-223 Aan ga da -]-25245;-]-255 433] 
GEN 45,5-2534,2-]-233 4,3. ay À43-]-433422-]7233 425; Ga As, Log da Léa dal 


a, Au Faadzz 25415, gu 42-]-2:2422]-1:3423; Ee 


W,0 0 
0 0 W 
albo: 
Lei 
Pr P, 
Pi 
$ 84. 


Twierdzenie. Każdy pierwszy minor wyznacznika òd- 
wrotnego jest równy (n— 2)ó potędze wyznacznika pierwo- 
tnego, pomnożonćj przez odpowiedny element wyznacznika 
pierwotnego. 


j Dowód. Dając w równaniu $ 83, 3 wskaźnikowi q liczby 
1, 2, 9, ... n, otrzymamy: 


pAn apd 12717053 A13-...-+Ha„ A ja ==U 
dy Au ëss Laag dan Lg Ag = O 
ORT etr ns UR ji cdm ses D 


and kant ody Kant SC p 


DANY? CYM = o 
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T Na mocy $ 50, 4 otrzymamy z tego systemu nastepu- ` ` 
jące równanie: 


MAE Au ege D IPSE S 
24 fn > ..... Az, 4—1 0 "en U Ag 
Api, Ya: E 3. Mis 0 ue ... Ayia 
(1)... Pla, — 
da ilia ke Az rr roy 
Apia pii, Ap>12. .. dy, 1410 Ap 1,971: : * „Ad 
Am As Ans ..... 7 ES Q Ai ..... Pec 
albo 
d Pt 
" (2)... Pia, = P. Cp 


W skutek $ 83, 1 zmienia się to równanie w nastę- 
pujące: 


Age, = P, dAy, t. 
di 
9)... —— = Pra 
; ( ) dA p PQ 
$ 85. 


Twierdzenie. Iloczyn wyznaczników odwrotnych P! i Q'. 
należących do pierwotnych wyznaczników P i Q, jest równy 
wyznaeznikowi odwrotnemu R!, który należy do wyznaczni- 
ka R, powstałego z iloczynu pierwotnych wyznaczników Pi Q. 


Dowód. 


dis 
IP, Gr" 
Pr. Q-! 
Pn. Qi 
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ra 


H 
ech 
e 


$ 86. 
Uwaga. Zastanowiwszy sie nad systemem równań na- 
stępujących : 
Ay T aga T gt rl tits = 0 
(agit, 1-033375] - toS] -...-1- at, zc D 
(31141-05543 1-033303 17... - lna = O 


AmE 4-]- (5915-17 tais 1... ]- antn = O 


łatwo sie przekonać możemy, wypuszczając pte równanie, iż 
podług $$ 52 i 53 następującą proporeya pisać jesteśmy 
w stanie: ` 


(1)... Tę Wg itg 2.4 20. = Ap : Aug ` An : Mis dis 
gdzie p oznacza liczby: 1, 2, 3, ... m. 


Wyraziwszy wartości tych stosunków za pomocą pro- 
porcyi: 


(p) dare E E E ee e Pd: Ag A 
i przekształciwszy za pomocą tćj proporcyi wyznacznik 


ZYCZE s.. Uin 
TECH ... Tn 


(3). A= 
VnyEn2 «++ Cnn 
otrzymamy : 
(4)... A=+9P"1 


gdzie ?. jest ilością nieoznaczona. Skoro jest z,, = 1, wien: 
czas mamy 


1 
(5)... 7 flus ne (nę 
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W skutek takich operacyi rachunkowych łatwo można - 
wyrazić powierzchnią trójkąta, skoro równania boków jego 
są dane, albo téż objętość czworościanu, skoro równania 
czterech jego ścian są dane. 


$ 86. 


Twierdzenie. Każdy minor pz? stopnia, składający sie 
z elementów Jun, Aus: 4g ete. wyznacznika odwrotnego P', 
jest równy iloczynowi z odpowiednio dopełniawczego minora 
wyznacznika pierwotnego P i z (p—l)ód potęgi wyznacznika 
pierwotnego P. 


Dowód. 
Jak wiadomo mamy: 


Aua Ay tzy Agia T1 Ait = P. 
Ait 1723021 -| Agądgy-|-1---|-An2lm1 = U. 


Mnożąc pierwsze równanie przez 4, drugie zaś przez 
A,, i odejmując drugie równanie od pierwszego, otrzymamy: 


, TA Au Az, Aan AnA 
D AE aat PTR dz- nou yt -F 


Podług $ 60 mamy: 
(2)... Aga = (Aoo) ty (A22)31431 + (Asp) itia FF (Asz) 
Z równania (1) i (2) wynika: 
A Ae) Ag, Aas Au Ap 
Ay Ag ^n Aj Ap "wt [A Ay Ag tus E 
= P(A) tuH P(A22)3451 + P(Ap)udy 37 Des hut --- 3- 
-H BA leit 


Z tego równania otrzymamy za pomocą $ 59: 


Aan | 
ln = 
AA 22 
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e 12 | dtP 
(3)... H $ «^ (Ais =P. Dx 
E 
fes |- a a I Ge = 
ama] dP 
ss H. Lë = H. 

Anel 77 "Waler Taas 

det 

e Am Are m rada om T das dass 


W taki sposób dowiedliśmy naszego twierdzenia dla 
p = 2, teraz dowód prowadzić będziemy dla p = 3. 


Skoro równania 
Aydy Ani doy HAs tg HAt HAs tH Ant = P 
Ait y Anaa 1 5503 HAt H Asasin = O 
Asti d Aag, A533; 443044530, Anst = O 
odpowiednie pomnożymy przez 


AnA | A, Ag | An Ay | 


AsAg| | AzsAga] [Ais 
i do siebie dodamy, otrzymamy: 

A Ax, Agi Au A21 Ag Ag Agi Ası 
AqgAzę Age | a4. -+ lä As; | a41- | Az Aga Aso | a, + ... — 
As dg Ass Auchan Ass Au Aan Azg 

AmA Au AGA A 

-H AnA Az | anı = P. RA |- P? . ( Asg)as 
AssA ss Asg E 


To równanie zmienia sie za pomocą równania: 
Lä lag = U Aan laah at + ((A22)33)11411 + ((42g)g5)51 451 Eege 
-FH CAg)as)nttmi 
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SZW ver EST" SEITE "M dien. — | 


P E . m E "O ? . JEDE Y E 
^ Tu a ; e wa. `; - n de 


w następujące: 


AnA Ms Ay Ans Aen AA Aan 
A2142 A | a, + | AgrAs2 Ass | ai | AmAse Ass | 05... H 
Agi Aga Ay A, Lm Au Ah Ass 
Aj A5, Aa F 
| Ax Aas Ags |a = 
Aie As 


= | 2 (dp)zgjutu H PAS))t2- P'O Aa kelaattan 2 + 
-H PX( Ja lealattet, 
Zu pomoca $ 59 wynika z tego równania: 


Au Au 


ap 
An Ax dzą | = TI, La zs — 
we Eu ia M (C agas BCS 
Auchan ca 
Aa Ag Ag 
a tur BP 
Aar Aq> Aga Les Të Aa, Le lue — PT, —— T. 
| AD he SAU dagydets,de s 
A Ap Ag "T 
A AS NM = JS ke = , Romy PORN 
Ks E VN ac 7 dazyda SC 
A31 À go Aog Fu 
Ag, Aga Agg | = PY (Aiha) = P. = 
AA» Ans ES das, det, da ns 


8 87. 


Twierdzenie. Jeżeli wyznacznik pierwotny P równy jest 
jednostce, wtenczas wyznacznik odwrotny P! także jest równy ` 
jednostce, a minory wyznacznika odwrotnego sa równe mino- 
rom dopelłniawczym wyznacznika pierwotnego. 
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P^ 


(1)... P! -| Is? 
1 


Na mocy paragrafu poprzedniego mamy: 


gre] [dz P 


Län) 
Pi A, 
1 (Ayr 


albo : 
(S). Ay Ae, — Ar Ap, = (Apo)rs 
albo tóż za pomocą innego oznaczenia 


dP dP dP dP — d:P 
day, da, da, da, ^ day, da,, 


g 88. 


Twierdzenie. Jezeli wyznaeznik pierwotny P równy 
| jest zeru, wtenczas wyznacznik odwrotny P! także równy jest 
zeru, a elementa wyznacznika P!, znajdujące się w dwóch 
tych samych rzędach poziomych i w dwóch różnych rzędach 
pionowych, tworzą proporcyą. 

Dowód. 
P 


gr pi |o 


P. (Api)r: 
An 7 4l- ls (Aron 


Ac — Arep = 0 
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a^ P U" T Y ut éi ENEE "As un TE ro WY WREW 


albo nareszcie : 


(3)... Ap, ZE = A, : A,, 
Za pomocą oznaczenia różniczkowego : 


(o. JP, dP Ap. 
" da, da, day dar, 


Wnioski. Skoro pierwotny wyznacznik P równy jest 
zeru, to i minory wyznacznika odwrotnego P', które są wya 
znacznikami wyższego jak pierwszego stopnia, są także ró- 
wne zeru. Np.: 


Aua Aan Apr Lä len Le 
(5)... A Arp Ar| = (Ap)rp)r -0 
Ax Asp Ais 0 
Z równania (3) wynika: 
Am _ Am 
Pe a "dą 


Dając wskaźnikowi q wartości 1, 2, 3, ... n, otrzymamy 


z ostatniego równania następującą proporcyą: 


VC 
ri 


A, Ap Sek teg 
albo: 


LL, Am: dza: Aya :...: Aga es Aen? Ara: ba? eat Am 


Tak samo jest: 


(9)... Au: Ae Än 7. 7 Än me Au: y Up PODES m 
Z równania 
rare Et 
Ag Ag 
wynika 
Ap A 
M ue As 
pp 
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Ponieważ p wartości 1, 2, 4,...n brać może, przeto 
pisać możemy: 
(10).. ie Gg s MM — Aale Lc Amm 
* 22 4133 nn 
albo: 
(11)... A,,A4:A,4,,:À 4g: An Ao = Aqq: Agg: Aan |... A 


§ 89. 


Uwaga. Za pomoeg minorów można w bardzo poje- 
dyńczy sposób rozwinąć wyznacznik następujący : 


ayt, 43, this Ou 
W doj; Agt T, dog y fto, 

Gas ag: lagt, dzą 

Hu: WI (643 y (tyr 


Oznaczywszy przez P wyznacznik, który powstaje z W, 
skoro x biorą wartość równą żeru, pisać możemy: 


W Pa, ir And Aggt-Au)r t 

+ [Gigi - Chis FA)u-F(ee)ss C422) - (483) )] 7? H: 
Hilis i Je lu F(u 33)4177((492)53)41 ] 1? -0* 
albo: 


w ap cou dll 
RM EN I. 
TEE. ka dusg day) PR 


dP pP BP df eP pl, 
SA | wad DOC CR COR D Pradis ! dass. ! day oul wp 


dP d'P BPP PP | 
|] i 
D l de ty dazych: pa das dayday t da ydaząda 4 lag dazzdaząday | bc EE 


Wykonawszy rozwinięcie, otrzymamy: 
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FL aa ank A A aa T WS P o 


240,513 Dua) "dite r 


Hylas dzy 
W= 1 
Ay 035438 (134 
(44043045 044 
Heite dar ZACZAC Alja yy URACH 
+ | seltg3 431 | -H | 2:83 034 | -F | 21022 ta | + | 1022 log S SU 
(EN LT LITTLE Parn nl Fia KG 4 
[n^n "oo iiy U1 014 ux n NONI A 
|| ZAM ACH 32793] u das] Wa 433 ki PR Go j 1 
-3 1 
+ [dy tH 022 + eu] 230 : 


Z tego przykładu z łatwością widzimy, jak postępować 
musimy, skoro W jest wyższego jak czwartego rzędu. 


p geewa i 

Przykłady. 

Wyrażenie " 

D. f = yglpątpdtą = H » 

gdzie p i q biorą wartości 1, 2,3,...n i gdzie zawsze jest 
tp = gp, MA oznaczać funkeya drugiego rzędu z z odmien- 

nemi. Różniezkując tę funkeyą podług odmiennyeh i-rugujae 

odmienne z równań: 


SÉ 2 d df df 3 

dł) 7 Ke EE 
(2) dr E dx, PU dëi T M dr, ^ 
odbieramy : . i 
Ayydygd zg + 1. jn d 
Aajlgodzg .. . don i 


(3)... 5 =] 431 tits .  - Aga 


eT. D B 


nganging + >» Ann 
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d eat. gange, m uzr=""ahr"w ms ? cd f 


» Sa 


ki || A. 


Wyznacznik P, w taki sposób otrzymany, nazywać bę- 
dziemy rozstrzygnikiem (discriminante) funkeyi f. 


Funkeya drugiego rzedu 

(4)... F= Epon = 0, 
gdzie Aj, = i. , jest funkeya odwrotną funkeyi f. 
Łatwo przekonać sie możemy, iż funkcyą F przedsta- 
wić można w kształcie wyznacznika w sposób następujący : 
041323045 « « - G1nZ 


Gy Gząłąg - + - Gast 


D 


(5)... F = 
+ Gn Anging. ann 
£4 Sa 2 ...23. O 


Jeżeli do wyznacznika P należący odwrotny wyzna- 
cznik znów przez P! oznaczymy, możemy na mocy $ 84, 3, 
pisać : 


P 
(6)... f = 1 aP! 


Z tego wynika: 
AnApAg i. Auen 
Aan Aas, Aaen 
(7)... f — =. ees ... -— 
i ids AAA KR 
Dy ën dg... 24 0 


Z równania (5)go i (6)go wynika naocznie odwrotność 
funkeyi f i F. 


m 
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We" "Wi 


Niech będzie : 
2, = 04444 F Guests F lglg F -< F ajrin 
pn = Gab F laglo F gata -|- LL. H Gase 
RE Zą = auf F Gz, F Qygfg F -+ F Ogni 
| = Am Ty F days F ngt -H -H gene 
gdzie jest ay, = ay. i 


Skoro te równania odpowiednio przez z,, £3, zs, Zus, Tn 
pomnożymy i do siebie dodamy, wtenczas otrzymamy ze 
względu na (1): l 

(9) a2, Sep -|- gg > 11. H nTn = f. 
Wyznacznik (5) możemy przekształcić, mnożąc pierw- f 
szy, drugi, trzeci i t. d. nty rząd pionowćj przez z,, 23, Z3,...X, 
i odejmując pomnożone rzędy do ostatniego rzędu pionowego. 
Po takićj operacyi nie zmienia się podług $ 49 wartość wy- 
znaeznika i równanie (5) zmienia się za pomocą (9) na: 


041,049 . « . G4. O 


flgi133 . . . zn O | 
(10)... F = D . . . e . r 

dat Ong + : + Gen O 

Zi fu, wf 


albo: 
Ou. P— — P.f. 


Ostatnie równanie używa sie do rozwiązań wielu wa- 
żnych zadań geometrycznych. 


$ 91. 


Przykład. Równanie (1) w $ 90 wyraża dla n = 4 po- 
wierzchnią drugiego rzędu. Rozwinąwszy lewą stronę tego ró- 
wnania, otrzymamy: 
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pr U»— iin Kegel =" 


(1)... f — a,,93--04403-- 0,5030, BiH 2g, + 
2aygr ra p 20, 7474 H 2ügyrgra -]- Zugyrgr, -|- 2agqryr, = O 
Równanie kuli z promieniem 1 jest: 
(2).. 9 = ztd- riori ni = 

Płaszczyzna styezua powierzchni drugiego rzędu w ja- 

kimkolwiekbądź punkcie będzie : 
(8)... EA" alu nm 

"rę PAN możemy sobie wystawić jako plaszezy- 

znę biegunową do kuli (2). 


Płaszczyzna biegunowa kuli (2), mająca jako punkt 
biegunowy (r;r,r;e,) wyraża się przez równanie: 


e 
(4)... 75 dur E TOES =0 
albo: 
6)... zie 252, -]-252,— 7,2, — 0 


Skoro równanie (3) ma być identycznie równe równa- 
niu (4), to być musi: 


Rozwinąwszy te równania i dołączywszy do nich ró- 
wnanie (5), otrzymamy : 


"uf 42037 0,3757 n 0,0 
OE a 0150; 4, 424 ]- 4, ,2,— 7, — O 
A sli FH a, FH a 4 40, H a4, 07, — 7, — 0 

tis zi ar adr daa (8 Wa Ch geg? sch 
D 4-4; 2;-]- 052; +4 Seck es U 
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[ww we a dmd m "EU EE 


` R P um "Mak e, w - 
zu -— 105 P. [i j a. 


Jeżeli z tych równań z,, x,, z,, r, wyrugujemy i za- e 
miast A A £y, r, położymy zy, żą, z4 z,. będziemy mieli: 
08401305034 2 
Ujązzllogil24 Z 
(113033 13313, 73] = O e 
(4403400154044 Z4 
ty 22, 4, O 


To równanie przedstawia krzywą odwrotną biegunowa 
krzywćj (1) (reciproke Polare). 


$ 92. 


Twierdzenie. Każdy wyznacznik z pełnemi elementami 
w rzędzie przekątnym można wyrazić przez wyznaczniki, któ- 
rych elementa. w rzędach przekątnych są równe zeru. 


Dowód. Wyznacznik ngo rzędu oznaczmy przez 


[LITE] ... lin 


(15155 ... zn 
(1)... WO = 


Qqy M m 


wyznacznik zaś, który z W™® powstaje, skoro główne ele- 
menta znikają przez 


U Gqadyg ... yn 
LÀ 
(3,0 Tan n llon 
(2)... W =|aqgag0 ... Ag 


(Iano (lp, . . . O 


14 ry 
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d MAE C 

Wyznacznik W'" możemy podzielić na n części, pierw- 
szą część tworzą wyrazy, w których niema żadnego głównego 
elementu, w drugićj części są wyrazy z li tylko jednym głó- 
wnym elementem, w trzecićj mają wyrazy po dwa główne 
elementa ete., ostatnia część ma jeden wyraz, zawierający 
w sobie wszystkie główne elementa. 


Jeżeli zatém CO. C,, C, ete. oznaczają kombinacye do 
pierwszéj, drugiéj, trzecićj ete. klasy z elementów głównych, 
jasną jest rzeczą, iż będzie 


(3)... W= WAECO, We-0-- EC, We-9-...--50, ,Ww--C, 


Przykład. 
044045049 014 O a,50,54,, 
(Li ooo at (ai. dos 1, 0 "d dz 
= +a a ag, |+- 
n| 4527 Ga 
x (13; (1536133 034 gaus ga 0 
Aalis 
(44 0 49043 044 (144 049f143 0 
WIEC 0 a d, O «0,5 
+ 03 |dg0 ai adii LEUTE + afan a| 
4440450 gut O gau O 
+ oazę ee „9 | e [oo 
CA aya dt 
11422 1433 11044 
a43 0 (1490 dzą O 


- assa Kr CP R wg TEEN 2 F a4,05 5054 
2788 a,,0 2244 (15, 0 33744 (3, 0 11224834 

Jeżeli WW) oznacza wyznacznik, którego główne cle- 
menta są wszystkie «, otrzymamy, pisząc równanie (3) od- 
A wrotnie : 


(4)... WA 2" H ZĘ WO -- EWO Leeër Li + 


+EEWĘ + Wy 
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LA 
A 


7 $578 g 
dą 0 a 0 a 
pat dy ZH o SW +| ^a l+ 
31 da 
Agr dzą T 
D ous gu 
[940 az |= e 
A Fe e 


= a5 — r|dgytas + 05,13 F 02112] F 2145213 > 431112023 


ane INS SS 


D ak nr. dë 
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ROZDZIAŁ VIII. 


Wyznaczniki symetryczne i ich własności. — Wyznaczniki symetralne 
i ich własności. 


Wyznaczniki symetryczne. 


8 93. 


Objaśnienie. Wyznacznik, którego elementa sprężone 
są równe, t. j. aps = dp nazywamy wyznacznikiem syme- 
trycznym. N. p. 

0110495153 014 
03539053 (au 
(11903153 (134 


On PŁ 


H (46094034 044 


Wyznaczniki symetryczne dzielimy na wyznaczniki sy- 
metryczne z pełnym rzędem przekątnym i na wyznaczniki 
symetryczne z próżnym rzędem przekątnym. 


Wyznacznik (1) jest symetryczny z pełnym rzędem prze- 
kątnym, wyznacznik zaś 
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DAJA A Ab, da God "uge. a. FP clue S 


2)... P= 
(2) Ajg "au 


(13409405, 0 


jest symetryczny z próznym rzędem przekątnym. 


$ 94. 


Twierdzenie. Jeżeli pierwotny wyznacznik P jest sy- 
metryczny, to jego odwrotny wyzuacznik P! jest także sy- 


metryczny. 
Dowód. 
(1)... P=apAp -H Apgdpa + papa H-H pn Ap 
(2)... P = ay + Gps + tps, Tes ga 


Poniewaz mamy: 
.. Apn = (ln, 


nt = Hp; pg — dop; pg = lp, 
przeto byé musi, skoro odejmiemy drugie równanie od pierw- 


szego : 
(3)... Ay(Ap—Ap) + Ap(-Ap—A p) + gent Aps—Ag) tH t 


F ap Ap — Any) = 0 - 

Elementa ap, Aha, 4,4... tan dowolne mogą przyjąć 
wartości, zatém wynika z ostatniego równania, iż być musi: 
Ay, "Ap, Ap = dy, Ap — Ay, : : : Am = Anp 


(4)... 


t. j. P' jest także wyznacznikiem symetrycznym. 


8 95. 
Różniczka wyznacznika symetrycznego 


Twierdzenie. 
podług głównego elementu jest równa głównemu minorowi 
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odpowiedniemu, różniczka zaś podług innego elementu równa 
jest podwójnemu minorowi odpowiedniemu, t. j. 


dP dP 


ah SI dap = 2 Ap, 


Dowód. Pierwsza część naszego twierdzenia jest jasna 
bez dowodu, ponieważ we wyrazach wyznacznika żaden głó- 
wny element dwa lub trzy razy się nie znajduje, lecz tylko 
raz jako czynnik. Aby drugą część twierdzenia dowieść, mo- 
żemy wyznacznik rozwinąć.w sposób następujący : 


(I)... P = aj, Ap, tap A pg tap Apot- -H pn An = 
= ay|ap(Ap)p F op A pi)op + Cap Au lun "e E gen Api )np] + 
F ap(47(4)4p TF golde + ta dn "ch: ale) + 
gelueden ln TF tlra) TF goldene HeH Arr(An)w] + 
gel sl dee hn: tap A pn)op T al deele FF anol Apn) + 

Na mocy $ 59 mamy 

(Arz)ip = Län: 
podług 8 94 zaś 
Ap, = Ap. 


Ponieważ w wyznaczniku symetrycznym minory sprę- 
żone taką mają własność, iż rzędy poziome pierwszego mi- 
nora są te same co rzędy pionowe drugiego, przeto być musi: 


(Am)2p = (Ap)pe = (Apsip s 
tak samo jest 
Lahn = (Aps)i 
Lal = (Apr) 
Zatem bierze równanie (1) kształt następujący : 


a w ogóle 
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e moe 
Pap (Am) t 22522) (Api ap A3apstas Ap)zo-Papyawy( Aen a) 
Interreg den be Dpto dree 4 ttp denke 
Mss As) ttt Ap) pts s Aa bal H 2pm Aale) 


AC 


Różniezkując to równanie podług «,, i zważając na 
identyczność dzą = a,,, otrzymamy : 


| 2|0,5, (45), + Gy (Apg)ap F Gps (Ay; )ap -HF Up( Aan a) 


aP —) Zlatan + an(Ap)n + aps(Aw)ps---- Apn(Aqp)pn] 
dày, 24A,. 


24,, 


$ 96. 


Twierdzenie. Każdą całkowitą jednorodną funkeya dru- 
giego stopnia z » odmiennemi wyrazić można przez summę, 
składającą się z kwadratów linijnych funkeyi tychże samych 
odmiennych. 


Dowód. Jeżeli odmienne oznaczymy przez 
Liy Tą, Wa, X44 Ta 
współczynniki zaś przez 
045 015, igs» +- sg Va: 0535, 0545 + + + an. : . Unin; Denn 


to całkowita jednorodna funkcya drugiego stopnia będzie 
kształtu następującego : 


(1)... f = ay 21 -2a,37, 25-20, tg Lack Elke T dązC3 
F 2aggrgrg j.e} 2t antra maat Är Zag gra Dag; "Fonc: 
+ Zus A. niani ln + Unnir 


112 — 


bé  Przyjawszy au == p, możemy równaniu (1) dać bar- 
. dzo krótkie wyrażenie: 


(2) p A= DE, fr 


gdzie p i q przyjmują wartości: 1, 2,3,... n. 


Dla ułatwienia dowodu ma mieć f cztery odmienne. 
Rozwinąwszy f otrzymamy : 


(8)... S = Zaff = 
— B japit 1,-Fapiry ag ty apri] = 
F auri get > 0,523218 > tty, > tant, H darn -H 
+ aygtztz | gautefy F Azyl -H agita -|- gg] gita -|- 
-+ ay Cyt, H dygTyTą 4ągTy Ty -F lyt? = 
= ayri-- 2a, ot ty- 2l gt ta 04044 Ati 2012131 
| F 2aggrgr, E agti agit, + tari 


Uszykowawszy (3) podług potęg odmiennéj z,, pisać 
możemy : 


(4)... f = auti Hata gtg t4). H 
Liser? Bussar Man tyr agr 5-204 Laaf = 


a ligt: (uf 
m el AE DE TAN | 


Wl 
Hagrat 15-1285 4257 ,1-05343 1-203448: -Halt )— 


(palą F gtg F më 


e 
Oznaezywszy pierwszą część ostatniego rozwinięcia przez 
X3.P,„, gdzie P, = a wyraża wyznacznik symetryczny 
pierwszego rzędu, pisać możemy: 
http://rcin.org.pl 


Wr a — 73 


9 Fugi sr 


mg Qy ta — 04304 441044—4 7, 
RN uta i uda d ep 
dy dy 


Włożywszy w to równanie: 


D la a EN 
SE fe Fi e E e A 
$Q 7 1, Lag = (31095 12 fe? 5 
12 729 
otrzymamy : 
fo Ln yao Po rib. SIE — Tbe | 8 LL Pd glu e 
Fach. d Bes TE TI 


e digg — dy 454 — 3 ?(044044—4 ;* 
j 11 13 m VER 13.7 1144 14 „2 
S ee ee LC L9 i m "poi 7 


= s DI € 
albo 
i P4 „Pa (natatae Grac rege Pa 
J= P. Xi E, toT A cb 


; RI E ,? G31094— lga 4,,044— 0 d 
- 11733 13 52.1.9 11794 13714 CZE 14 „2 
U ei Xt. „A gż— 
: Fx d R E? 1 P. LES 


ai 
` e. (CYC m OO + (44,9,—4941)7, | 
P E 

Ge? 


Kładąc w to równanie 


| = M n 


ET 


otrzymamy: 


ie 
x deed arid 


A Se E ex dx SE: 


us 

DOCE: d 
[17711277] Hp] 
Vutënëln 


IPTE 


Una přip LM 


i or Ze Te 


bet $151 Ip f tlp H pp 


` nun 


http:/h 


org.pl o 


Y» 


cin.or 


r 


TC 


m 


Mee. 
mocy Y $ 


Me 


86 zmie a. to nasi 


T 3,019 
127 Ts P. | t; oft 
= — 2 CEP "E P, 1127221 
p.n SL + VUE Dads 


5a 


albo nareszcie : y 


U P, P, - Pa sa | P, 
f=g!X1-2X1---5 Xi--.- x1 
K SÉ 3 REP 3 B= à 
: gdzie jest: 
J d qo d 
d ydo 11712 "13 


P421, P,=q, Ta zs 
Miata 


| P= laan ds], P4— —— 
; 4 933 (aa E. 


034042 13744 Ec 
(3032 (193034 SE 
(133053 (035034 
(34094 054044 


» || 
X og, | Hee ear iyt 4 
1 EL dq s 


11 413 


X= t + gie? 


um Aa 

rs Taal ` 
e) j 

P. Pa. 


TE Ja vr "e 


D 


, Wyznaczniki symetralne. 
- 8 97. 


Objaśnienie. Wyznacznik, którego elementa sprężon 

> mają równe wartości, ale przeciwne znaki, t. j. dp = —«, 
nazywamy symetralnym. Jeżeli w wyznaczniku symetralnym Ee 
wszystkie główne elementa, stojące w rzędzie pr ORA i 


D 


Creche V 
Y iic D Fo Hiari pares. Dui pi , jeteli zaś a. — — 
= nie jest równe zeru, nazywamy go ralaoznikiech symetral- 


| nym z pełnym rzędem przekątnym. E i 
.. Wyznaezuiki symetralne z próznemi rzędami przeką- * 
nemi są następujące : 
x 0, 4433 — 0,3; — Uia, dąży e — 1n 
—d,, 0; (lg, dog, — 35... Un 
ua, —dggy O, —dgy 3, e — gn 
* diy —dzy, ` gan —O, Ze "Mal, 
—lyy osy —dzy ` Ou: O, 7 
e CR. : 
Gin —ü3n, — (3m —da Gzy... O 
0, digy äm: —034 
—üz, H 033; dą 
dig —dąz, 0, —4g, 
us Td, 04, O 
` 
.. Wyznuaezuiki zaś symetralne z pełnemi rzędami prze- . 
` kgtuemi są : : 


z (£o — dis Qiii- Gig —dg3 
Au ZE Cl a ag — dus 
"CHR. 6 08, 5X | Gu Gos Ga 

$ 98. 


„Wniosek. Jasną jest rzeczą, iż tak jak przy syme- 
trycznych wyznacznikach, tak i przy symetralnych , główne 


minory App tego samego są rodzaju, eo ich wyznaczniki 
całkie. 


bi RY Ld ut 
| cabkoła 4 GG: neck ©. 4 


$ 99. 


Twierdzenie. Minory sprężone wyznacznika symetral- 
nego z próżnym rzędem przekątnym są równe, skoro wy- ` 25 
znacznik jest stopnia nieparzystego, równe zaś lecz z prze- ` 
eiwnemi znakami, skoro wyznacznik jest parzystego stopnia. ` ` 

uU 


^" 


Dowód. Elementa rzędów pionowych w minorze Aj, —— 
są te same tylko z przeciwnemi znakami jak elementa od- ` — 
powiednych rzędów poziomych w sprzężonym minorze Ap. 
Skoro wszystkie rzędy poziome, których liczba jest (n—1), — — 
przez (—1) pomnożonemi i cały minor przez (—1)'7! podzie- ——— 
limy, to minor Æ, nie zmienia ani znaku ani wartości po- 
dług $ 47. Pomnożywszy wszystkie rzędy poziome w Aj 
przez (—1) i nazwawszy rezultat powstały z, mieć będziemy: ` 


ż 7. H e F 

(Phi A = (cy i 4 

Ponieważ elementa rzędów poziomych w z są co do zna- Th 

ków i do wartości całkiem te same jak elementa rzędów ^s 
odpowiednieh pionowych, przeto bvé musi na moey $ 29; m 
(2)... Ap = 4 l E 
Z równań (1) i (2) wynika: APA 


(3)... Ap, = LUH, Au 


To równanie zmienia sie, skoro n jest liczbą parzy- 
stą, na: GG 
(4)... Az, = —A ge 


skoro zaś n jest liczbą nieparzystą, to otrzymamy: 


(5)... Apg = Aan: rt 


& 100. E. 
Twierdzenie. Wartosé wyznaeznika symetralnego z pró- 
inym rzędem przekątnym stopnia nieparzystego jest równa 0, — 


p 


- E cs 
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"Dowód. Jak v wiadomo S^ 3 
P — apAyotyoA ys dps Apt. appr 
P = ay As, tapp 055 nft 
Odjawszy drugie równanie od pierwszego , otrzymamy: 
Ay Ady typ Ap ApaApzr—azpAx,-|-a,34,5—03, A3, -... 


FAmAp ny dup — . 


Ponieważ mamy 
lpi = — ip, gy = —dy, (ps = Usp etc. 
| zatóm pisać możemy : 


(An --4,,) + tps Ara Map) + ps Aps--A3p) Ht 
+ ap (Ap. dag) = 0 


Na mocy $ 99 jest 
x pi Ais Ay Aan Aya As, 
_ przeto zmienia sie równanie w następujące ` 
Zap Api 3-245942 24 9 da 1-2, Ap 0 
. A(apA-|-aadpr-apshs"|-.. dap ÁÀ pn L0 z 
> e albo nareszcie 
2P = 0 t.j. 
P=0. 


$ 101. 


Twierdzenie. Jeżeli pierwotny wyznacznik P jest sv- ` 
E. metralnym z próżnym rzędem przekątnym stopnia parzystego, 
|. t0 i jego odwrotny wyznacznik P! jest tego samego rodzaju. 


E http: lircin. Po pl ; S 


M P xd 


T MU TÉ M z EL «m dm qme SS 3 SAGA” 


Dowód. Kici Sek AV są równe EN. na og 
$ 100, a minory sprężone mają równe wartości z przod: ; 
 wnemi znakami podług $ 99. 


$ 102. 


Twierdzenie. Jeżeli pierwotny wyznącznik P nieparzy- 
stego stopnia jest symetralnym z próżnym rzędem przeką- 
tnym, to jego odwrotny wyznacznik P! jest co do rodzaju 
symetrycznym z pełnym rzędem przekątnym, co do warto- 
ści zaś równy zeru. 


Dowód. Minory sprężone 4,,, 4, wyznacznika P są 
na mocy $ 99% równe, a minory główne są wyznacznikami 
symetralnemi z próżnemi rzędami przekątnemi parzystego 
stopnia, zatóm jest P! wyznacznikiem symetrycznym z peł- 
nym rzędem przekątnym. 

Podług $ 83 zaś mamy: 


Pt p- 
W skutek 8 100 jest P = 0, zatóm być musi 
Pi=(. 


$ 103. 


Twierdzenie. Kóżniczka wyznacznika symetralnego z pró- 


żnym rzędem przekątnym stopnia parzystego podług dowol- 


nego elementu ap, jest równą podwójnemu odpowiedniemu 
minorowi. 
Dowód. Jak wiadomo mamy: 
(1)... P = dapdp-Aradprtpahps-.H-dpnAgn 


albo 


NUDA I[rcin. org. pl 


tag 
Wir 


E 


e 


` 


CZ DIA 0 


" 


1 


D 


2 on e 


i 


Le 


BEA s SE PREY) A TAR i » 
| PP ENTRE TENDERE 7, 
EE 
Pap t Apa)" ( Ap) pl Aps) in-H npl dell? ` 


aps [p ps) t Hiap Apn)2p 443p Apn )sp Te Ini (Apr )no]. 
"W skutek $ 59 mamy: | 

(Ap) = —( Appa 

(Ape = —( Appia 

Ponieważ minor App jest tego samego rodzaju co wy- ` 


znacznik pierwotny P, a minor App wyznacznikiem stopnia - 
. nieparzystego, przeto mamy podług $ 99: 


^ DOS K [— Ane 
(äus [A ou 


W ten sam sposób mamy dalćj : 
(Ap)se + Läit i W ogóle 
Laeken = (Apr) 
Zważając jeszcze na równania 
Heft = —a, 
gata == —aż, W ogóle 
Upqllqp = adr 
(pi gp dpal1p 
(iyi ay "dpgd;p W ogóle 
Gp, rp = Üprilop R 


) b. możemy zmienić równanie (2) w następujące: 


|. - httpz/ircin.org.pl — — E 


rg Kg "yp 


Freire >+ Sy) td Ley) — a 
[MEy n ">+ tQ jt 4 t Qa) 4 (tp — 
: Cum Ce (^p = dp Znppod. ot(nyzorzoy 


Win Zeen 


D 


(LUAM yii der p OA itg A its > etj 
— d ity yispiapg -- *** + s(ep)ttnityz + (gra 4pg L aime jn 
a E 
| mm epa 4. 77: A Ay) oog A Ap) + zer =d, rs) 


Dé 


$ 104. 
Twierdzenie. Różniczka wyznacznika symetralnego z pró- 38 


~ inym rzędem przekątnym stopnia nieparzystego podług któ- 
_ regokolwiekbądź elementu o. równa jest zeru. 


Dowód. : > 
5 (1)... P = app Api F psp F UpgApg F = H tpm Am 
Ez, albo: E 
; o Qs Faller tn Api) ts Api) E o] 
| -ptp[aip Apo) tap Ara) zp+-asp( Ao)sp--Hap(Apa)]F — 
ptus dech tap dear t Ay) A anol dall: 
Atti Ap!)i- t, CÀ pm )op Ap A )ap A EES 
Na mocy $ 59 mamy: 

(Api)zp = —(App)ai 

(4p2)ip = —(Ap)12 


Ponieważ App jest wyznacznikiem symetralnym z pró- 
żnym rzędem przekątnym stopnia parzystego, przeto mają 
_ jego minory sprężone podług $ 99 równe wartości z przeci- 
wnemi znakami, t. j. 


SN (Api)op = —(App)oi = (App)is = —(Ape),p tak samo jest: 
E^ (Apg)ao = —(45), i w ogóle: 
(Ap, fp = e qp 


Ze wzgledu na te równania otrzymamy : 


€ NA . e ZAK EREMO CHE 


- P= So E cow Hiën : E 
- as Ari) Seat . 0 2a, . hr. iD tp ap 0-3 x ży 
== "Ponar wiat wi SE TGS er 


"lege E 285,245 1, O 215,0, Ae DE. 245 up. 0-3 


—aż(Agn)sy | 
Różniezkując to równanie podług «p i zważając na Fi 


fipa = top Otrzymamy ` 


— 2a eeler 
(4) ap x Zus Anlag 
7 dają | 2a,,.0 (patrz $ 100) 


$ 105. 


Twierdzenie. Jeżeli pierwotny wyznacznik /" jest sy- 
metralnym 4 próznym rzędem przekątnym stopnia nieparzy- - 
stego, minory wyznacznika odwrotnego są równe zeru, skoro ` ` 
one są wyznacznikami stopnia wyższego niż pierwszego. , 


Dowód. Na mocy $$ 55, 86, 100 mamy: 


ApqdppApr ((Apo)re)sr P? 
(1)... | Arę4r A LU Aale - 0 
An Ap Asr 0 
Tak samo jest 
Ass) 
4; 4% ( PP/44 
2)... = .0 
©) ApAq nk 


nip agi AE 


"7 mme 


$ 106. 


Twierdzenie. Jeżeli pierwotny wyznacznik jest syme- 


Pe każdy element wyznacznika odwrotnego 4,, jest średnią ge- 
| emetryezna proporeyonalną pomiędzy głównemi elementami, 
Er nowym q, a drugi w tym samym rzędzie poziomym p. 
Z Dowód. Równanie (3) w $ 105 było: 

i de = Ap A 

| albo: FRYZY W 


Ponieważ podług $ 99 mamy 

Ana = Ae 
> E przeto zmienia sie proporeya w następującą: 
(1).... App: Ap, = Ap, : Ag, : 
albo: A? = App. An lub tóż 


E WE M A. s 


$ 107. 


ia Twierdzenie. Jeżeli pierwotny wyznacznik P jest sy- 
metralnym z próznym rzędem przekątnym stopnia nieparzy- 


: |. rymkolwiekbądź rzędzie, tworzą proporeya ciągłą z pier- 
` wiastkami drugiemi elementów głównych. 


[4 
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. — tralnym z próżnym rzędem przekątnym stopnia nieparzystego, - 


-z których jeden stoi z pierwszym w tym samym rzędzie pio- ` 


= stego, elementa wyznacznika odwrotnego, znajdujące się w któ- - 


eo, 


. ` 8 « „a er 
De UIT OON io. R. muU dd fk ta 


Dowód. | w SE 38 ms. a 
(1... 44,44: ER WE E Myy = Ay; An PE 
Ponieważ w naszym wyznaczniku mamy: 
PULO PED LO -.. Aug = Am 
Przeto zmienia się proporeya w następującą : 
(2)... AĄ:44:44:..: Aj, = Ay: A: Aggis i Ann 
albo: 
(3)... Aż: Az : Aż: „1: A, = Ayp i Ay i Aan en : Avm 


albo nareszcie : ? 3 
W POP. PP PEEREP PNE Au] Ae JA E e 


(JW MP o RES FPEM ee réi CSN V dpi: 


$ 108. 


Twierdzenie. Każdy wyznacznik P można wyrazić maa 
następujące oznaczenie : 


P = ay Ap, — aya dese 

Dowód. A 
P = ga Ap > Opada > tps pg F o H pn An EC 
albo: ES 

^ Pap Ape 4p Ap 4-4 ph pa Aes pa Apoi Hipo Apoti m dë A 
albo tóż 


» 
t 


déi E Be(bapybapndy ++: — uftdyybtpudy — sgtdpRëutn —— sitpebiante — 


$ p Le bay dup "in em Mae E "IA be(td yr)! ers bdp tz he (bd OWU bdp 14 (tap len? bn. — 


—be(bdydupi—bd mE r7 be(bapr opi hy Bes (br Mën ` bdp —1— bi(bip)bIpi—tap — 


MTS pd Qi A 15 1287 za M VOR. e i kan ri inae Ta bis an 2d is Dou y t£ Sdt Di nap k 

za (ep) wp — +. — M(bip)y)pMy — Is(btppybzpidy —— H(bdyybipiay — bipbdy — g 
4 e : ootfndójseu m 210 A0 0j Ais wruonuz 6G $ xojm»xs M 
po Pe P E 5s "s ds Tu md x de „ów )]edp 4- 
* D DH LI H H DH D . D . 
dasz nn CM Noe EH to] -4- 
AEG Ton t R g MU LENO: BR» 


+ ban dë JSB Wu eg + m i E — + 
D SO js hA NEA T LA sd sa x yit = "d 


albo narószcie: ` | 
(e P= gang — Eapan( Ap)" 
w którém wyrażeniu X sie ściąga na wskaźniki 
r= 1,2,8, ... p—1, p+-1, ... n 
s = 1,2,3,...9—1, q- H1, ... n 


Dowieść można w ten sam sposób oznaczenie 
eznika następujące : 


(2)... P= dipAp, — RDA 
gdzie wskaźniki r i s oznaczają: 
r= 1,2,3,... p—1, DEL ... n 
s = 1, 2, 3, .. p—1, p -1, ... 8 


$ 109. 


Twierdzenie. Każdy symetralny wyznacznik z Seene 
rzędem przekątnym stopnia parzystego jest kwadratem całkiej | 
wymiernćj funkeyi swych elementów, mającej 1.3.5... (n—1 KS 


wyrazów, każdy wyraz jest iloczynem z ; elementów, kwote 
wszystkie wskaźniki są różne. | 


Dowód. Poniewaz w naszym wyznaczniku podlug sn E: 
mamy : f 
Urp = — dpr 


i na mocy S 100 pierwszy minor App równy jest zeru, ma 
~ — bierze równanie $ 108 (2) kształt następujący : 


(1)... P = Xapap(Ay)s 
Ze wzgledu na $ 106 jest 


(2)... (Azja = V (Ar). (A Sé 


` » d ———— a ZE Be, 
= 3)... D Yay] Län klech = Yay] (Apre tpe. Aor)» 


Ponieważ wskaźniki r i s te same mają wartości, jak 
2 już w $ 108 jest powiedziane, przeto pisać możemy: 


(a. P — (ap (Aj)? 


6)... V E = Soch (Apr 


Rozwijając to równanie otrzymamy: 


(6).. | P= aV (Auran (Ama H+ 

- + app (A)r tpp (App Arun (Arp) 
są Z ostatniego równania wynika, iz | P można rozwinąć 
c E summe, składającą się z (n — 1) wyrazów kształtu 
KA gdzie (App) jest wyzmacznikiem symetralnym 
(0 £ próżnym violini przekatnym stopnia parzystego, t. j. (n—2)29. 
. A C SR, podług (6) wyznacznik | (Al, otrzymamy 
Bo wyrazów, w kazdym wyrazie znajduje sie drugi pier- 
` wiastek z wyznaeznika, który jest tego samego rodzaju eo 
` pierwotny wyznacznik P. Rozwijając w ten sposób dalćj, 
- przychodzimy nareszcie do summy, którćj wyrazy są kształtu 
= następującego: 


. 1 
D 2 
E. K. * ^ ei =K.( aż =Kae. 
ve 


" - gdzie K oznacza iloczyn elementów wyznacznika P. Wyno- 
` sząc równanie ostatniego rozwinięcia do drugićj potęgi, otrzy- 
(o mamy P na jednćj stronie równania, na drugićj zaś kwadrat 
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PET WYSPY do RZEP NENNT 07 3 


4% 


m a. <A. 1. (^ 1j rier > skła się SÉ 
7 elementów, przy których wszystkie wskaźniki S różne. p 


Przykład. 


0, diy ` fun Ou 
—" 0 doy dzą 
po ! 
um —4 O, "au 


la —doy dan O 


n 


: U a, |i 
lio — llig 


D 
(Po —(t3,0 
| 


0 a; | O van 
D 
n 
gei fl 


(113054 — (3154 -F (14033 


P = (tatg — ygd F 04023)? 


$ 110. 


Twierdzenie. Każdy symetralny wyznacznik z pełnym ` z 
rzędem przekątnym jest e: uka wymierną funkeya elementu ` zł 
znajdującego się w rzędzie przekątnym, potęgi tego elementu ` 
są wszystkie parzyste albo wszystkie nieparzyste, współezyn- 
niki tych potęg są summami kwadratów. 


y Dowód. W skutek § 92 można wyznacznik nasz, któ- - 
rego elementa główne mają być wszystkie x, wyrazić w spo- 
sób następujący : 


Wo) — an - ZYWO Leg WO Lee Wo b... 


e 
= ponieważ wyznaczniki WÓ, WO, WO, WO... podług $ 100 
a Wszystkie są równe zeru. 


Wyznaczniki stopnia parzystego W2, W®, WÓ.,, sa 
podług § 109 kwadratami swych elementów. T 


04% 17 


eri paa éch sen, AA a; ta 
n Popup S | 


2 dż x 


ROZDZIAŁ IX. 


Objaśnienie wyniknika. Wyniknik dwóch równań jednorodnych z dwoma - 
i z jedną zmienną. Wywodzenie wyniknika w sposób Euler'a, Sylwester'a, - 
Bézout'a. Obrachowania wspólnego pierwiastku dwóch równań. Wyznacznik 
funkcyjny albo wyznacznik Jacobi'ego, kilka twierdzeń tyczących się tego 
wyznacznika. Własność funkcyi jednorodnych. Wyniknik trzech bv 3 

drugiego stopnia z trzema zmiennemi. 


Wyniknik. 
$ pi. 


szy n odmiennych z n jolnórodńych równań SZ de i 
nazywać będziemy wyniknikiem (resultante) tych równań. — 


§ 112. J ^ 
Zadanie. Dane są dwa równania jednorodne dowolnych. 
stopni z dwoma odmiennemi: NOSZE 


i 2: "e m" 
(1)... 9 = a,2"-]-a,2"71y1--a;2"—*92-1-a44 "7398 H.. my” 


(2)... wa,z"-]-a,2"71y!4-a ,2*—!y* a, iran =0 


znaleść wyniknik tych równań. 
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Rozwiązanie. "WIotysrasy w równania nasze 


4 


LP KÉ etc - 
a, =p; o, * =p, a, =P; e 


; otrzymamy dwa równania z jedną odmienną następującego 


kształtu : 

(3)... z"--p,z"—1-- p,z"—?-1- paz—3-—L-..,.-- p, 0 
(4)... z"--p, aripi" ps2" -H.-P 0 
Pierwiastki równania (3) oznaczmy przez 


Du: Ga Ag soa Xn 


ir 8,5 Saa Żą J 
Najprostszy sposób wyrugowania nieznajoméj (z) z na- 
szych równań, żebyśmy byli w stanie pierwsze równanie roz- 
_ wiązać, byłby następujący: wartość dla (z), z pierwszego ró- 
` wnania otrzymaną, włożylibyśmy w równanie drugie, i wy- - 
R w taki sposób otrzymany, byłby wyniknikiem równań. 

; tego sposobu rugowania wynika, iż zawsze przypuszczamy, 
4e obydwa równania maja przynajmnićj jeden pierwiastek 
= wspólny. Jeżeli zatém pierwiastki pierwszego równania w dru- 
<a gie kładziemy, to przynajmnićj jeden z następujących wyra- 
a ów musi być równy zeru: 


wW(24), w(za), v(3), HD Wam) 3 
Z tego wynika, iż iloczyn 
gau, (25) « W(t) s W(am) 


= także musi być równy zeru. 


Zadanie nasze zależy więc od uzyskania iloczynu z tzyn- 
w następujących : 
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wad — = Irsa e] 
vn) = =a p 2" HP LEE M 
plag) = 25--p 121p s 3n P 


Pam) =a teg Oy "TP 


Iloezyn, skladajaey sie z takich ezynników, jest fank A 
cyą symetryczną pierwiastków równania pierwszego. Wło- 
Zywszy na miejsce tych symetrycznych funkcyi pierwiastków — 
wartości, wyrażone przez współczynniki pierwszego równa- ać 2 
nia, otrzymamy pożądany wyniknik. See 


Przykład. Wyrugowane ma być (z) z równań nastę- ER 


pujacych : 
22 + pz +P =0 1 
Letz PRE 
ER 
W skutek mnożenia otrzymamy : FZ 
(zipi ttp) (3-9 Hp) e UAM 
albo: ` Tm 


zT Pate p3)- P 1 Pas p L1 93) P LP LC ET $ 
Ponieważ mamy: Gë E 
zitt = — Py 4% = ph 
przeto byé musi: 
Di— PP: hF Pi Dech (pl — P 1p py p; = 0 
albo: 
(5)... (pa—p1) HE = 


Chege zatrzymać wyniknik z współezynnikami równań - 
(1) i (2), trzeba włożyć na me. ; 


nan in. org. p 


Sé 


- Równania 
aa? + aty -+ asy? = 0 A 

e qox? +a; ay T aug =0 

e 2 bed wier miały następujący wyniknik : 

(6) (v; ning? + (aja aja (aga imt ta) = 0 

^ albo: 

= R ; (7)... 


` , ` , 
Aotr 0,5, 0,4, — d;dą EAN 


, ^, , , 
ali — S0, 90, (d 


: $ 113. 
Uwaga. Jeżeli równanie jest kształtu następującego: 
s (1)... 9 = z'4d- py? pi? -pyz-- p — O 
. wtenezas mamy: 
g = (2—2,)(2 — 1,)(2—25)(2>—2,) = O 
— pi = 37 pad 74 : 
Po = kg dta tad ta 124 389a 2 
— pa = tygry- a e 
Pa aa 
Jeżeli zaś równanie jest kształtu E 
(2). 9! = att- x yH aty? ageya = O 
pierwiastki oznaczyć możemy See 


e pure licin org.pl . | s | 


a dm, pów” d ; a R 
L "is, zu, "ae DR See 
i równanie (2) wyrazić przez o 
(3)... e! = Lët RK) = 
Skoro mnożenie wykońamy i współczynniki jego poró- 
wnamy z współezynnikami równania (2), to otrzymamy : 
dy = YYYY 
t0 0d, — YYA HEY YY FHE YY T MA oa = ET YYY 


dy = VL YY F. Eg YY HEL YY H ETY HEY Yt 
Ke ENEE 
— lg = L LLY PL TT Yg HL LE YH LTY 
S 114: 
Wywodzenie wyniknika na sposób Eulera. 


Jeżeli dwa równania ms» i ngo stopnia wspólny mają 
pierwiastek, to równe musimy otrzymać wypadki, mnożąe 
pierwsze równanie z (» —1) linijnemi iloezynami drugiego `` 
równania, albo drugie równanie z (m—1) linijnemi iloczynami 
pierwszego równania. Pomnożywszy więc pierwsze równanie - T 
przez funkeya (n—1)z9 stopnia z n dowolnemi stałemi, dru- 
gie równanie zaś przez funkeya (m—1)z9 stopnia z m dowol- 
nemi stałemi, otrzymamy dwa równania (m-|-n—1)z? stopnia. 
W skutek porównania współczynników każdćj potęgi zmien- 
néj przychodzimy do (m--n) równań. Z tych równań rugujac 
(m+n) dowolnych stałych, które w równaniach w pierwszym 
stopniu się znajdują, otrzymamy wyniknik w kształcie wy- 
znacznika. 


Przykład. Z równań: 
9 = a,z?--a tya, y? = 0 
v — a,22--a,zy--a, y? — 0 
mamy rugowaé nieznajome. e 
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r- - V dne - «c e SA 
j - ba : ; a 


9 = (wy —LY)(LA + By) = 


v=(y—ty)(FA+BY) = 0 ; 
cy; —r US Ee E : 
E A Ax-- By Ae * 


z tego równania wynika: 

EN — a; = 0 

a,A--a,B — a, A— aB = 0 

doA --a,B —a,A—a;,B=0 

X ; ER gab —a;B=0Q 

i Rugująe z tych równań dowolne stałe A, B', — A, — B, 
otrzymamy wyniknik w kształcie wyznacznika następującego: 


a,0 a0 
MEUM 


att 0, 


0 a0 a, 


$ 115. 


ES Wywodzenie wyniknika na sposób Sylwestera. 


Równanie mgo stopnia mnożymy przez z"—!, no, 
"dy, w" Du "73, równanie ngo stopnia zaś przez z"-—!, 
E a" Eat e "^ ary Ven dea w taki sposób 


Ee WATCH, qmi IR" NEE eg 


ont Iron, org. d 


KE e 


m-n) _nieznajom 


- możemy zad We linijno w ee zac chodzące i i pc 
między sobą niezależne. d 


Przykład. Z danych równań 
aui I a, xy d- a,y? — 0 $ 
agx? -- aey- aqu? 


otrzymamy : 


ayr? Laurin uerg? =0 
i ący Lu? -H stay’ = U 
ef? JJ a ay + a vy? =0 " 


HRC j- a cy? -+ ay" — 0 
Wyrugowawszy 23, ry, ry, y^, otrzymamy wyniknik x 
(t ly dy U 
O via 04 da 
Ai KL! 
a,4,a,0 


> a D , , 
0 [NUM UM 


$ 116. 


Wywodzenie wyniknika na sposób Bózout'a. 


Sposób Bézout'a uzyskania wyniknika najlepićj Ga n 
na specyalnych przykładach. : 

Mając dwa równania 4zo stopnia 

(1)... az! 4 awy -+ ayr?y? Lu -+ ayt >= 0 

(2)... aort H a ady + ary > a uy? -H a yt = 0 
możemy pierwsze przez «,, drugie zaś przez ío pomnożyć, 


i otrzymamy, odejmując pierwsze równanie od drugiego i i 
dzieląc przez y. następujący wypadek : 


(3)... (aa)? Liege )aty + (a, One (asy =0 


$ : Lë Ls e (SA "bre 
YR współczynniki mają następujące znaczenie : 


t 
iE K : | 
KÉ 
CN , LU H 0.0 
Sa (490, ail (a,0,) = aa; |? ete. 
e ^ = H . H , 
= Mnożąc dalćj pierwsze równanie przez «4 --a;y, dru- 
"e gie zaś przez «yr-]-a,9, odejmując pomnożone równania pierw- - 
A; sze od drugiego, otrzymamy, podzieliwszy nareszcie wypadek 
E przez y*, rownanie następującego kształtu : 
* 4 - 
|||. (4)... (aga, n) - (a S0 ,)-) (9,0 1)]: SH [(a sa) -r(a,a;)|ry? a 
SÉ -+(a,a;)y3 = 
Ri Mnożąc w ten sam sposób równania odpowiednio przez 


(a4*--a;ry--aqy*), (a ,7?-]-a,2y-]-a59*), odejmujae i dzieląc 
= przez ył, przychodzimy do równania: 


e nand ler de Gn) dH Qn + 6a 2) H- oa Dien) 
Ge "Haga yp = 0 

Jeżeli nareszcie równania odpowiednio pomnożymy przez 
Klee het eet NC e SEN 


pierwsze od drugiego odejmiemy i wypadek ten przez yt po- 
dzielimy, natenczas otrzymamy : 


©... (a,a:)3--ua;)eey+-(aga em Lag = 0 
Z równania (3), (4), (5), (6), t. j. 

(aut it (a0 3) Et (aots) y? (aya Wl 
(Cas p Gn) eas) (nues) s] Haag s) 
(ay 5) tts f) 4 (0,05) (305) aan? Man Ciao 
(aaen (aya) y (aga) zy? (a; A 


rugując zmienne z?, z?y, zy?, y3, uważane jako linijne, otrzy- 
mamy wyniknik : 
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0 EB UZO T o iii ld" Gora rój rzec LA 


| Goin) (pn) (Bwin) (hu) (afi) 
| Cn) soo) wo) (rn) 4C, lu) «(,00)H-(,099) (^w) | 

= | Con) * H aalt on) age "Bastia (ptr) | 

(PEC) ` Palett age) (tn!n)4- (Sw) (Eo) 


(nn) * (p) ` G nn) (1 n). 


o 
= 


II 


fa 
B 


: yof wrudojs ożG nau) uooMp XIX A 
(*,n*n) (Yin) (pin) (pon) 
2 ust) (nn) lv) — "Dain pon) (tn) 


VR Data n») Epio) Eo) (Eon). 
VE (mn) * (tnn) (tato) 


0 


zn Z ostatnich dwóch wynikników widzimy, jak sobie ` 
ge trzeba postąpić, skoro równania są wyższego od 5go stopaia. - 


$ 117. 


Wywodzenie wyniknika dwóch równań różnych stopni 
na sposób Bézout'a. 
Sposób postępowania najlepićj poznamy znów na spe- 
eyalnyeh. przykładach. 

Dane równania niech będą: 

(1)... geflu --agcy?-- a y, = O 
(2)... aaa any-l-a' sy? = 0. 

Mnozae pierwsze równanie przez «',. drugie zaś przez 
a£? i odejmując od pierwszego drugie, otrzymamy: 

(3)... (a a S )a*- (us ayasa oey” -(a4a lui = 0 
Mnozae daléj pierwsze równanie przez (a',2-1-« y), dru- 
gie zaś przez (er Jor? i odejmujae jedno od drugiego, 
otrzymamy : 

(4)... (azja Haard E Cars) ey + [laga ) (ae 
+ (ad dy* = 0 


LÉI 
RA W trzecićm i ezwartém równaniu jest: 
Je L 
Sch flstlg NS WER? Laun 
"c , |7030 , |=dqa ; [2-540868 1, Ae gt 
s 0a, 3^0) 0a, 4" 0$ Oo, 371 0a, RA 
UE 
* Jeżeli równanie drugie pomnożymy przez x i y. mo- 
żemy ilości «3, fat, ry, y? wyrugować z równań następujących: 
: (aga je — (aa )n?*y H (aga,)ry?  --(aqa,)y*=0 
sv; H > 
mi , H + , D D D 4 , D 
"n (aga) (s) H (ag) gr Casa) 3- (a9) ny? Hau bi 
w Le poza + g ie 
E aaa’? aw y — a gry =0 
E Via? ~y ayey? Luef = 
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U , "eh PE, Pi an D 
it aech TEC UR S da A PUT Y Se 
? k 


Wyniknik tych aer dolus wga: 
(aiao), (4304) , (aga) „ (aus) 


(aa^), (aga',)--(aza',), (aga, )--(aya VAC Dp 


des 03 v 843 ; 0 


E 


, D LI 
Els HR 7% 4, y. P^ ES 


Jeżeli równanie pierwsze jest mgo stopnia, równanie | 
drugie zaś ngo stopnia i m — n, użyć możemy sposobu w $ 15 r 
podanego i otrzymamy n równań (4—1)z9 stopnia; do tych a 
równań dołączamy (m—n) równań, które z drugiego równa- 
nia wynikają , skoro je pomnożymy przez z"—"-!, a ya 
a—^—3y9 ete, Z tych m równań rugujae m ilości c", a" ży, 
w"-sya ete, otrzymamy pożądany wyniknik. 


$ 118. 
Wyniknik wywodzony na sposób, który podaje Cayley. d 
Jeżeli dwa równania: 


(1)... 9(z,y) =0, w(z, y) = 0 


(2)... ous 0 


zadosyć uczynić bez względu na ilość 5. 
Włożywszy w równanie (2) 


_ lp y 
Wn, Y1) 


otrzymamy : 
(3)... Ste: . w(x y) — 90s 4) - wr, y) = 


Ponieważ temu równaniu zadosyć się czyni pierwi 
kiem z,, y,, przeto czynnik cy, — x;y w nim się pu. 
musi; zatém równanie (3) dzielić możemy przez zy,— 


E: 3 | http://rcin.org.pl" à de 
^ m SC 4 P i RH Ka i M Ai id , ^ MEC 


* Em 5» 
sz ELM QUT R et wa ilości PATA 
erem, otrzymamy tyle równań, iż możemy różne potęgi 
] z, y jako od siebie niezależne uważać i wyrugować. 
knik, w taki sposób osiągniony, ma ten sam kształt, 
w $ 116 podany. 


Przykład. 


net? axy -H asy? = 0 

a gt? oa ny oa af = O 

 Dzielae równanie: 

| (ag? T- a ryt ay?) (a ii ko dy Gdyż) — 
(mener raty nat) oH ay ay + 6.7) —0 
; Ty, — ul 


d Joer) )yr-r (as ale ag e (us „Jyjy, =0 
= e Z tego równania wynika: 
(aow vr Tote yjy=O 
: (aga S) 1- (a, 3)y —0. 
Wyniknik hędzie więc: 
(aoti), (tt al 


„|=0. 
(a4), (a'a) 


$ 119. 


Twierdzenie. Wyniknik dwóch równań mzgo i ngo sto- 

jest funkeya jednorodną wspólezynników każdego ró- 

mia, i to mgo stopnia w współczynnikach pierwszego ró- 

wnania, a ngo stopnia w współezynnikach drugiego. 

. Dowód. Równania (3) i (4) w $ 112 pisać możemy: 
(1)... p =(z—%4)(z— x3) (z — 25) ... (2 — 24) 

(2)... p= (3—21) (2—23) (2— 25). (— 1) 
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TRZE wy skull tych dwa przez R, mieć bę- 
dziemy podług $ 112: KE, j 
(3).. R=(a' a, (e, — e) (ee ac dde od ar CH + n) 

(ase, Yes e (5s). (5 m (tne, (e n— e Xen nts... (eneen) T 

albo téz 
(M... Re | (axi) mag) -- E 
en (11 mI) a * 3) (ta s) (a n) (Xm ng) 
ena E n) e ee ee C e M a Y m a) m Balken 


ite 

"KA 
Ne, 
bd 


Na prawćj stronie (3) i (4) mamy mn czynników. Je 

żeli każdy pierwiastek równań (1) i (2) pomnozymy przez c 

to w taki sposób pomnożony będzie wyniknik przez c”, po- 

nieważ każda z owych mn różnie (2,—x4 ) posiada czynnik c. e 
Takie mnożenie zpowoduje mnożenie współczynników n 

przez c, p, przez c?, pz przez c?, p, przez c", p', przez es 

p przez cf, p; przez c3, p'a przez c". Skoro więc w wy- 

niknik R wlozymy 

Del, pc! zamiast py, p', 

Pąc?, Par? ^ P» P» 

; Dac), p'4c? d Da, Da ete. 

albo téz ear, o wf 


n Ady Qo 
act, a'e! $ M, qd, 
dąć?, (640% y (a, (a 
$0, Gz — 7, ^ dy Gy ete. 


to znaczy to samo, co mnożenie wyniknika Æ przez em, 
Z tego wynika, iż każdy wyraz w R jest pomnożony przez  - 
c", summa wskaźników każdego wyrazu jest więc równa ` 

iloczynowi mn, t. j. równa iloczynowi z liczb, które stopnie 
równań danych oznaczają. Tez 


$ 120. 


czynnikach dą, 3, dz, dg, 0,0, ete, odpowiednio ta sama 
zmienna w dragićj, trzecićj, ezwartéj potędze ete., wyniknik Æ 
zawiera tę zmienną w ma potędze. Albo téz jeżeli w wy- 
nikniku zamiast każdego współczynnika a, podstawiamy od- 
powiedni wyraz z^y", to każdy wyraz wyniknika dzielić mv- 
Ann bez reszty przez mm, r 


$ 121. 


Twierdzenie. Liczba systemów wartości zmiennych za- 
dosyć czyniących dwom równaniom jednorodnym z trzema 
zmiennemi mgo i ngo stopnia, równa jest iloczynowi mn. 


Dowód. Pisząc równania podług potęg zmiennéj w 
w kształcie następującym: 


a," + (my a2)" 71 -Hagy? -H ayz -+ 052?) ete. = 0 
a' yx? -p (a'y-+a'22)a*—1-1-(a'sy*+-a'yz-|- a'an -|- ete. = 


możemy z nich x wyrugować. Ponieważ współczynnik przy 
gm—1 jest funkeya jednorodną zmiennych (y i z) pierwszego 
stopnia, współezynnik przy z"—? funkeyą jednorodną zmien- 
nych (y iz) drugiego stopnia ete., przeto być musi wyniknik 
podług $ 119 funkeya jednorodną zmiennych (y i z) mngo 
stopnia. Zatém mamy mn systemów wartości zmiennych (y, z), 
które wyniknik przyprowadzają do zera. Każdy taki system 
wartości, włożony w oba równania, prowadzi do wspólnego 
pierwiastku dla r w obydwóch równaniach, ponieważ ich wy- 
niknik jest równy zeru. Każde takie x ze swemi odpowie- 
dniemi wartościami y i z zadosyć czyni równaniom, zatóm 
mamy mn takich systemów wartości dla zmiennych wyż. 


- 
Przykład. Współrzędne czterech punktów mają być ob- 
rachowane, w których się przecinają następujące cięcia ostro- 
kregowe: 


gu? F iati wer? | Zuang: + 2a,52,23 -1- Zt51575 = O 


, " ! o1 1 pl D , 77 D La D , " = 
Wy ti Cati A ząT3-- ZA erun -|- ŻA wanter ŻA 25791, — O 
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"CHE & Sa m 4 PR — 


albo : QA US 
anti -+ Za spe gailen + (a283 -+ Boite + 43433) 9 ` 
yz? (aata yyt9)y-|- (eise? L Zu teg | 0/1903) =0 ` 


Rugując z tych równań zmienną z,, otrzymamy : 


Vau (od 20 eat Fa stil (aayriR Mayr pasemi)*td- "| 
+ (24 (19721-2152;) — 2a1,(a 21323) . | Sé 

(2 (a1522-1- 1575) (a 591 ]- 20 staat: gaagil — » ; 

— (air, 1-9 gts) (0290 2--2093%903-|- 43573) = 0. * $ » 

albo : p 
(ay 2) 20110 795) 1- (41,0 53)3 *-1- E 

AG 5) (10 13)73] 22719) 73 4-[(022013)+-2(agga rzy | 
Hilsa 13)--2 (23533) |o -1- (35 a)i} = 0 <A S 


, D 
04410 11 A33 33 Ka 


gdzie jest (a,,« aal = y (agg) = 


Ay zg (gt 15 * 

Rozwiązawszy to równanie dla z,:z4, znajdziemy cztery — 
wartości dla z,::4, które czterem punktom przecięcia odpo- 3 
wiadaja. Włożywszy jednę z tych wartości w oba nasze ró- 
wnania i obrachowawszy ieh wspólny pierwiastek , otrzymamy | 
odpowiednią wartość dla r,: rz. Ten sposób postępowania £ 


prowadzi nas zawsze do wartości współrzędnych, które każ- E 
demu punktowi odpowiadają. A 
$ 

8 122. X 

Zadanie. Wynaleść wspólny pierwiastek dwóch równań di 
jednorodnych mgo i ngo stopnia z dwoma nieznajomemi. 3 


Rozwiązanie. Ponieważ wyniknik R jest równy iloezy- 
nowi wszystkich różnie pomiędzy pierwiastkami obydwóch 
równań, przeto R zmienić się nie może, skoro wszystkie pier- 
wiastki powiększamy albo zmniejszamy o stałą ilość k. - 


z" 
CH Lg? 


x 
41.9 
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we "ty > agn = 0 
aa" Leit a/g" Sy? lt „.. — 0 


i —J 5:04 G; we Gu; $5. 03, 0550) 
D) Za pomocą podstawienia pierwiastków 
: : Xy = 4p F- h 
5 zmieniają się równania nasze w następujące: 
| CO Aar p demm + Agen? Lt 0 
Az" L Aa" "ly -- A gey? zU 

Wyniknik R zaś zmienia się w 

Ri o fan, dy Aa det My A, dal 


W skutek związku współczynników z pierwiastkami - 
E mamy na mocy podstawienia . 


(OA — 5, 4, o = 4$; 
Ay = 4 4 magh, A, = a + nah; 


Mns to mun GEN —1) " pea aJ 


= a'g- (n—2)a^,h + — s: za DW LE E 2) 


vrai: ete. 
> y * = (hy, -- an AN + lm A h (em —zh* + eA * ak" 
Ap m ^s Anka oh? -H- a^. gh + Late 
Z tych równań wynikają następujące : 
http://rcin.org.pl z 


PM" i aA ER wee AA, Ki dE" 


WEN WEE SE 


E [— da A i ET -H S 2) ay 


Zeen o——(n — 1)a,h-F Ss M wéi: 


x m(m—1)(m—2) 
AR 1.8.3. «9 


3— (tg— /Ad3— (m—2)n n. 


/ a r A n(n—l) ,.. e —2) m. 
A'4—4,— fNa'g—(n—2)a'3h- P7179 ah" 1.9: ` a^ sete io 


Ay, — m = Nam = ana p amh- amah HH aum 

A', — a, — (a^, ed D e a^ sh sir U "C 
w skutek r równań mamy : 

Wd, e ee 


= Ma Aa aiH At, aa At, . ese SANE $i 
geg HAT GHA, «. n EIS) : 


Podług wzoru Taylora być musi: 


dR aR dR ah StB 
R, =R+h (ns -E(m—1)a, dai TR ehe + ns 


UES 


, dR WI , aR |o SUB E 

-+ MAT PD P pede e, Fb 2-34 m eR 
Ponieważ R jest : zawsze równe K, dla jakiegokolwiek- ` 
bądź h, przeto nietylko czynnik, Re przy Ř, ale i etym. - 
niki wszystkich potęg przyrostku h muszą być równe zeru. 


Zatém wynika: 


Ee A 
a Skoro jest : m = n, wtenczas mamy: 


"(n5 EE Ju 1 (w, Paz, ) + 


E E Kr daj 23 Ted (^3 CS Te jS 9 =0. 


SEZ 
SE, DÉI 


E Robiąc te same uwagi nad wspólezynnikami równań, - 
Ze dojdziemy do obrachowania wspólnego pierwiastku. 

B Jezeli oba równania 

ż U=0, V=0 

mają wyniknik 

R=0 

wtenczas istnieje dla nich wspólny pierwiastek S =x., 


1 
Włożywszy w równanie U = 0 zamiast 


Go, (45 day Agy se m 
! S współczynniki następujące : 
F: aot Ado, 04 1- AQ, geck an Am Aan 
_ zmieniamy je w następujący kształt: 
(1)... aaa "Fa g71y-ras27y?-...-1- A aga" A a1 2771y4-...—0 


La Temu równaniu zadosyć czynić będą te same wartości 
=% yy, Skoro zadosyć czynią równaniom 


E PR EINE 


CIA 


AIT 
rz 
ge 


` i skoro przyrostki 
x A% At, Zut ete. 
wypełnią warunek 

(2)... Ast Am arty, Anert A = O 
OG Jeżeli równaniu temu zadosyć się czyni, równanie (1) 
= i dane dwa równania mają wspólny pierwiąstek. Wyniknik 
zatém równania (1) i równania V — O musi być równy zeru. 
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ag sies Tira a cri, EE: P Pet 


Wyniknik tych - równań pią AFA w Gab 
zmienimy 4%, 24, «, ete. w współczynniki 


a+ Ato, tyr Ad, gek Gas ete. 
Za pomoea takiego podstawienia bedzie: 


R+ (^^ RE +...) +..=0 


Ponieważ mamy R = 0, przeto przyrostki zadosyć ezy- — — 
nić muszą także równaniu: Ag 


(3)... Aa, d Gab s He ZE 
Z równania (2) i (3) wynika: 
(4)... ap :a971y, ep Aë iam tyi ; eto. i yt 
. dR dR dR dR 
Taj da da ixi R 


Z téj proporeyi wynika, jak Richelot najpierwćj wybie: KZ 

lazł, wspólny pierwiastek : te 
; dR dR 

(5).. Z gą da, 

Tak samo mamy za pomocą drugiego równania V— 0: 


dR . dR 
6)... i. UE 
(6)... 2:9, da, "da, 
Z ogólnych dwóch proporeyi: —— 
dB dR 
da, da, 
dR dR 
da', da, 


pyty = 
TYT = 

wynika następująca: 
(7)... dR dR dR dp 
da da dał "de, 
ere tele eg 


pa- 


"Jeżeli w joho z p niań na miejsca ^ pots T 
` zmiennych włożymy proporeyonalne częściowe iloezyny ró- ` 
- żmiezkowe wy niknika podług odpowiednich współczynników |. Ją 
drugiego równania, otrzymamy : 


"A. aR dR dR dR E 
Ce 8 ER , D D D E - sg 
> I ( ) is "dag — T g Mas d + s *das 2 a ` 


D 
a dla m = n jest: 


fa, R, R. „* aR _ , 
j^ uL d Ce See =0 r 


TON IST RE: 


i Możemy jeszcze w inny sposób wynaleść wspólny pier- 

—  wiastek dwóch danych równań; sposób ten poprowadzi nas 

.. do wynalezienia nietylko jednego lecz i więcćj pierwiastków 

A propre. Oznaezywszy przez zu y, wspólny pierwiastek, 
a przez 


Va Yz Vas as Tar ya ete. 

e pierwiastki inne drugiego równania, pisać możemy jak wiadomo: 
` (10)... R— (ac tar yt (arzt an War) 

| (avr -a a Vy ag t y) 


(Hyg Rec OLD EE 
Za pomocą rózniezkowania wynika z tego równania: 
(12)... dct nU, , U' kaf, Us kën U’, U' o > «w 


Poniewaz mamy: 
Y U, =0 
_ przeto być musi: 
dR ; 
(13)... da, = ZÜ U: U; en 


_http://rcin.org.pl E 
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Z ostatnich dwóch równań wynika: 


D aR aR 
(1b)... d ue = tY è 

Jeżeli dwa równania mają dwa wspólne pierwiastki R 

Dy Mu Ta, Y2, tO znikają podług powyższych zasad pierwsze. KE 
ilorazy różniczkowe wyniknika i proporeya (15) nie prowa- — — 
dzi do obrachowania wspólnych pierwiastków. Lecz za po- 
mocą drugich ilorazów różniczkowych wyniknika dojdziemy ` 


do eelu naszego na drodze podobnych badań. : "i 
Z równania: | SS 
(0h. dues DR E ) E 
wynika : 3 5 
bhes E = U U... H x aPU,U'U,...-- Dr 
* Haan .UUSU;,...-]-... Le 
Ponieważ jest P ; 
U, —0, U, —0 by 

przeto być musi: s Er 
GE) EE A «a 
W ten sam sposób otrzymamy: : Rz 

Gs A 


(19)... dada, ` [yy age egre al, 


“ÆR 

(20)... da: = aniye- ly, U; U', "mM 
1 

Z ostatnich trzęch równań wynika, iż rozwiązanie kwa- = 

dratowego równania: 


SZ dia 2 
: en, pP — cda, aat dii -0 zał 


zm: "€ i zT PCM. 


d,:y, d Xy ig 


Oznaezenie eat 


el bie 
- gdzie gin potęga oznacza qty iloraz różniezkowy, prowadzi 
. do wynalezienia tyle wspólnych pierwiastków ile ich istnieje. 


Wyznacznik Jakobiego. 


$ 123. 


Ze Objaśnienie. Dla dalszćj teoryi rugowaá ma wielkie 
= zmaczenie wyznacznik Jakobiego, przeto bliżćj się nad nim 
zastanowić musimy. j 

. Mając n równań z » zmiennemi 


; u= Q, v=0, w = 0 ete, 
NE 3 nazywamy wyznacznik : 


du du du 
dei dy! dir: 


2 = htt-//rcin.org.pl Ko l 
"TEE a mw 


UU Fr NEA UM EP TP „ASD ERROR Id KA EI TOES i 


| wyznacznikiem Jakobiego i oznaczamy go przez J. Ponieważ ` 
w tym wyznaczniku elementa są funkeyami, przeto nazywamy ` ` 


go także wyznacznikiem funkcyjnym. Ku. 
Oznaczywszy zmienne przez (Cé 
Tis Ta, Lg y ere Yn, 4 
LAU 
funkeye tych zmiennych zaś przez dt 
* 
UTR TET i A. 
iloraz różniczkowy podług r, przez f;,, tak iz w — " 
nym przypadku jest 25 
d a 
fa— EA , E s 
możemy wyznacznik Jakobiego ogólnie wyrazić przez v. 
3 
df, df, df, df, 15 
dz, dzą” dech "" da, n 
dy E df di 
fx Es ia E t ` dr, gei 
^ éi 


o W W, df 
dë We dz, Hs, 
albo nareszcie przez 
fyfiofis fin 
21 fan fas fom 
fe = Ee: ge 


fafafa D 


§ 124. 


= Twierdzenie. Jeżeli n funkeyi Nh. Jas f» zadosyć 
ezynia warunkowi 
20 
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mm DZE 

Dowód. Za pomocą różniezkowania mamy : 
det feta to sd di fie 
Hl Set E RRE > dfi = 0 


pe di hn H- Tieni 


d 
ENT. de fac af fes Het jn = 0 
Z tych równań wynika: 


ua Sin 
elt Ge ES 
pae ac e 


iffa Jm 


$ 125. 


^" 


> Twierdzenie. Jeżeli wyznacznik funkcyjny J jest iden- 
e - tyeznie równy zeru, funkeye od siebie są zależne, t. j. funk- 
|... eye odpowiadają pewnemu warunkowi. 


i . Dowód. Oznaezywszy przez f, jednę z n funkcyi, w któ- 
-~ rćj zmienna z, nie braknie, możemy sobie łatwo wystawić 
.. Zzmiennaz, jako funkeya pewną zależną od fi, £3, Ey, ... Ty, 
.  & wszystkie inne funkeye możemy także zaleznemi zrobić 
(0d f 22, zz. Ln Niech oznacza f, jednę z n — 1 prze- 
— kształeonych funkeyi, w którćj zmienna z, nie braknie, na- 
. tenezas jest £, pewną funkcyą zależną od fi, fa, T3, 7,,... Eny 
D S Dé 

FE http://rcin.org.pl - 
Ke? 


Gw Wa E i s à E id 
T Gen Da A 09 PTT A EN NS C € - EP "m POW 9 


SC? ki n wag” ŻAK Bn zależne zrobić el A 
dy, Taa. Oznaczywszy przez f, jednę z ostatnich een 
w którćj x, nie braknie, możemy w sposób podany dalej | 


B 


X 


postepowaé. Zatém oznaeza: ) ^ - e + 
f, funkeya zależną od 2,, 23, Bgy ... f: €. 
fa > ba a Ju nie = 3 Gw 
ME n n Ji Jos Soye - yn 


Ía ^ n n fn fn f - "faq Tn 


Oznaczywszy ilorazy różniczkowe funkcyi przekształed- 
nych przez nawiasy, mieć będziemy: 


d 
n=2-(#) 
df, ( dfi 
Y ny zaje Sai 
Diech 
Ge 2) 


= (a) 
fa = dz, SCH 
hs = a= | ANL) +(#) 
EE 
ee 


fa = Ki df, x2) e 


5 KLA SA 
? SS e - 2a Ms 4 WER e? T EA ech 


i 4d P" (F y 9) 
az Zu (5) (5985) (5) 


NEJ d ^. Wes a T EE GES m wh © © 


| e- 5-00 «(90 9 
i 3 EE 


(fedi GG) GG 


A W ogóle mamy: 
2-505 
EE S 


TU. 
Z tych równań wynika: 


Fuf12713 Jia 
fyFof8 + J; 
J = ERES fan 


fu af Jm 
ef 
ES sf 287/38 -fns SA 


Tan Eat fog f nnl Fins fon «fan 
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a Jed An "Ww " h3 EF Www d = 


eg 


Esso. ai 
Po. 


VA 


- ON 
S 27 


BOLORIS G 
UG) GS) GG) G2 * Cz) G : 


GG CAM CJUO NC 03 " 
45 GA. GGD Gr 
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RE. 


USO 
„+ 


H", 


© 


0 


-G 
"rp 


4$) "Lei (2) (GG 


769 6D t 


...t 0 ( 
D H 0 D 
D 0 D 


"p 
0 


0 


) 


( 


d 


D 


U rp 
fp 


p. 


"on 
fp 


0 


€ 
A 


"cp 
Vp 


(à 
G 
(Z 
( 


Lin 


Jo 
Lin 


qs 


) 


m) I 
6» ( 


H (i 


Dh 


fp 
"fp 


fp 


22) 


) 
4 
Lo 


Li 


Lin 
Lin 
Li 
Lin 


"fp 
Ep. 
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Fe daj 


Polonos wyznaeznik funkeyj Jny » podług założenia jest 
identyeznie równy zeru, t. j. znika, przeto musi być iloczyn 


ZC CH 


równy zeru. Ponieważ ilorazy różniczkowe 


a) CE | 


, 


mają podług przypuszczenia odpowiednie zmienne z, Zar ; v 
t- 
i dy v du : d Ze 
as 4, ,, Zatém znikać musi "uL Z tego wynika, iż 3 
dr, i 
f^, nie mając z,, wyrażona być może przez funkeye fj fo, —— V. 
fs; M T. fia ; 
CY k 
$ 126. 
Uwaga. Mając dwie grupy elementów : E 
H 
Out 043 hu buch éi 
(194 055 (053 WË Y: 3 
w których liczba rzędów poziomych jest niższa od liczby Ki 
rzędów pionowych, możemy z nich utworzyć wyznacznik po- h, 
dług $ 66 następujący: E 
03141013 ua Du buch | 
(Bs 1 
(54053 053 at Aach £ 
(m du FA Habi, gun ba 721,5 wada 
1 "x D 
EE EN P 
Gu A j 
13 "11 3 
= bb, |^ ES 12551 T bygbgy l 
Pas 21 SC das Ga | 
a a 3 
11 412 12 die dg 012 r 
F bibe] , SS BEE 22 
(55 das . 
22 " 
Pow 
WÉI 0,2 dg Qis ig K. 
bh Ah = ` 
T 555 FT 125 dzą ja ube ds (1 p 
n 
: hi 
http://rcin.org.pl  . e 


BZ ZEW E WP VERTO er PONY, | un 


(ŻA 


"er boc Y 
SÉ, hg 


EY. Ay ue 03, (3 SC? 
wi aq 1192 b, — bbs) + 
21 
M 3 Lë 
AR (149 043 T 
, D ba — b = f 
E + |a| T Om — nha = d 
RY, ^ 
Em. qon s 93 gual [bibis 043 043 Ró 3] 
Tu Aj 033 | fba baz ga log |` | boi bzg (135 ag |` | 035 bos 
$ W ten sam sposób otrzymamy: 
d 2 011013 013044 bbb sb; 
Li Ee Ae 
dą lag laglag 21922993924 
BELT iab agb aub, tbar ta boe 
^ BUT chose Fasab Fataab 4, aobo Fotsbse Fazabes Tabu 
WA 
TE C07 byy bio Gul by bis 
Ay Ag | | bay An ga Agz| | bay As 
E + ay t| |n ied 039 045 dt E nal Ji, 
os Pati] [ba ba ag log | [77177 na dj Lm 
4 
è (44049 (0844615 byy dyzdygd 4d 
(3)... || 21922 232125 ba1bzzbagbo4bos | | = 
(34 135 0356154035 bz1b32b33b34b35 


gun dyr Habt sbrg -2,4544- a 15015 » 
= [2191 agody -|-Gogdyg-|a24b 4H 235515 ; 
d azıb ]- 059b 15-]- 135b, 4-]-2345,4]- 035045 ; 


03105,-]-045555-]-0,35,5-1-a1 424 gras 
(51011-05555, ]-4555,5-1-9,55,-]- Vase , 
10911-35055 ]-a55D,3-]- 134b. ,-1- (135b; , 


03153;-]-15b55-]-215555-1-01,031-1- 35535 
Gai bgi 1-055035-1-055555-]-5,55,-]- 43554; | = 
gata 1-055055-1-ta5D53-]- 15453417 taba; 


Bug | http://rcin.org.pl 


Y t > 
"2 ZE TTT" 


d |tz gel ` Bu bra dys out go [br Ars bus $i 
= | Gy dą og | * | Boy Dao bag | | 21693 ga v by bas bos | + 
Azątgą lza | | ba Bas bss Az ag za | [Osi 7 503, 
0441015 045 bii bio bis Ay ydy3 034 by bys bia 
+ | 021622 ges | * | Boy Ban bas | -+ | 2155 24 | * | ba, bag baa | — 
galga Ags | | 031 dzą b33 auto gs | 931 Dag b4 

(140,3 015 b, bis bis Ailis 045 bii bii bis : 

-H | dot og t5 | * bzy bas b25 - | 42124 025 | * fbas by, bzs E 
gas 035 | [01 ba bss maa lgs | [Di dzy bss 
Aygll13 O14 bis big bra M ai His bio big bis 

$ | t2225 21 | * | Bog bos Bos | | 2255 Az | * | Bao bag bzs | + 
gata ga Las bsg dzi gata dgs | | Ps2 bsg bss 
gau lis [51551465 (130,4 gel | Byg dig bus 

-H | 42202185 | | Ooz bos bos | | | A2324 gas | * | Ps O24 bas 
lgąltg4 (se, baz bas b,. zza UZ bs, ba bas 


Z tych specyalnych przykładów wynika następujące 
ogólne wyrażenie: 


(1330420531 || || 91512515 -. bim lk ett 
(4)... daj (15360555. (Lo ^ bz1b22b23 DT bon em C91C92€23**.C9n cR 
Uni 9053. Anm Uni Eg es e Anm Cn1Cn9 n3: «nn 
= X T H Q 


gdzie jest m — n, 
Cj = Apjbn Fapb Liter T tpa. 


Wyznaeznik P powstaje z dowolnéj kombinacyi n rze- 
dów pionowyeh pierwszego systemu, z wyznacznika P po- 
wstaje Q, skoro zmieniamy a w b. Utworzywszy wiee z m 
rzędów pionowych wszystkie kombinacye do nó klasy, otrzy- 
m(m—1Ym—2)...(m—(n—1)( 

1.2.3..." 


mamy A = EPQ jako summe z 


różnych iloczynów PQ. 
21 
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(b). R= P.Q ($ 13, 6) 
Skoro jest m < n, Ga? mamy 
(6)... 


m Dla lepszego pojęcia równania ostatniego przytoczymy à 
penas specyalny : 


0 035 || [^i ^ie d. 


t (7)... || 2i 022 ||. || 091029 || = - A: 
6: K 
dg, gą 31 932 f Wa 
4 
aubu tH tbis ubat hba, bst lba » pił 
= | abut 425125 labort 123022 57 Azybgy | 023533 | = 5 


zbut 0315; maat -F Azydzą , (Lb; l7 (033035 
gue Ady Hlb, 033031 1-119555 
U 
= byy | 21 021171722 29; Aybzy-FAgdza | + 
(ais Agbor Agoda 5. ga bat Ugoda 
mu, nah Tube, hbs 1-043053 
bg] mag gaba lo 25D93 133171702955) | = 
gan, gaben Jace, ga Dai] 7033535 
Na . 
RE y gue 0125. Absit 13533 
"7. = bibar O buba aay an: 0103; 17 (133553 | -|- 
Ke ga: da: Azydy -1- 033535 i 
ch (25 us 355517 aber). d 
+ bioba | 225. ar gab: 022593 | F-01355 -0 = | 
g2, gry Azydzy F (133059 


A ` 
== byydąąbą, 0 + byy bogdzą . 0 d b,5b,104,. 0 -+ by ob21b32 . 0 = 0 a Le 


8 127. 
Twierdzenie. Jeżeli 


Fo Fo Jaf» 


M or 


FORT" ERES Qu^ b e Y À 
TY xa ^ ^y lo" N De) es HT i A 
W 6. Te s y p 1 Kë Gë y 
z" 3 ARE Te > " - ^ PZ 
są funkeyami zmiennych E 
E - Vn Yes Jas e Ym 


a te zaś funkeyami zmiennych niezależnych 


Lys Loy Tgp -s an 
wtenczas jest 
df, — df, dy, , df, dy A dym 
dr, — dy, irae na at Apu dr, 
w skutek czego otrzymamy: 


df, df, df, dy dy, de 
dy,” ul " dym dry” dml da 
(1)... dy,” dya? " dy, ||. des da” ™ dz, 


| 


df, n df, dfa dy dy J dy» 


dy,” dy, " del Idea” dn," dz, 
df, df, df, 
dr, das”. dx. 
df, df, df, 


dz! dr." ' da, =fr 


af, dfa df. l 
dzy” dry” " dz, 


Skoro jest m >n, w którym przypadku funkcye są — 
=- zawisłe pomiędzy sobą, wtenczas mamy 28 4 


(2)... f. = 0 (8 166, 6, 7) 
Dla m = n mamy: 
(3)... fe = fy. Yz (8 166, 5) 
dla m — n jest 
W (4)... fe = Ef,.y. (8 166, 4) 
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Y ATE -> SRA r^ p SKI 
H € v Sg Gi x p RW 25 K 
w." U i" T 
§ 128. i : 
Twierdzenie. Jeżeli n fankeyi — — Er 
Ío fa; Íz» «fa 


| i» zmiennych 

2M : Di, Zä: Dyg ore Da 

Y P ń są związane » równaniami 

(M... 1 — 0, 9 — 0, 9, =0, ane 9. — 0, 


K 24 wtenczas mamy: 
(2)... Y.fx = (—1)'ęa 
(8). te: = Lë 


(4)... Ja m = TE 
Dowód. Dla dowodu zaprowadzmy oznaczenia nastę 
S pujące: 
y. do, dei — dg do, dëi dë 
OM df,' df, dt, day” day” " dz, 
| dy dy dp] ` Je a ae] ` 
g =| Yi dfa " afi], o, =|daq" das" 7 dz, 
do, dy, d, dp, d$, dpn E 
; dj,” df," df, dza” da.” dz, KA 
di dhe oi Wen dzy da 
dn? dr, je." dz, i df, ' dfa’ DI df. 
df, df, df, dz, da, de 
Ee EE Iit dit d 
Car P dr, dza dr 
dw e Ph af) dfa? 7 df. 
EE e OE "http: AED org.pl 74 


LE tee Ae e RR, D <A Tm 


Na mócy własności równań (1) mamy ogólnie: 


do, df, , do, df. do, df, _ dọ 
4 eo Cape P e 


Jeżeli x jako funkeye zależne od f uważamy, mamy zaś 


zj dop dr, , do, dz, do, dr, d$» 
E SA ud t c MS AR "R 


Z równania (5) wynika: 


fa = (—1)". 9. 
z równania (6) zaś 


Pa + dy = (—)*. Q 
Pomnożywszy równanie ostatnie, otrzymamy : 
fs +. ly = 3 


$ 129. 
Własność kilku funkcyi jednorodnych. 
Jeżeli funkeya z n zmiennemi 2%, Ty, 43, ... Ln stopnia pgo 
Tu Loy Ty, — Ln) 
wypełnia warunek następujący : 
(D)... ©f(Ty, 25, 99, o La) = Kait, Tąt, Tyt, ... t) 
nazywamy ją funkcyą jednorodną. 
Różniezkując równanie (1) podług t, otrzymamy : 
/ 
(2... ptf fm, 29,4... Xu) m SE + Tą A debat 
i d d 
(3)... fe erm aj Tam Tec są + 


RE Eum Er. Ted ës Af 


e x. ida n 


http://rcin. org. pl 
i elt At. sok A: zła. HE 


© pron für terna) m rff at 
E (0 PRE fig - 20,25 fis T7 Da En fint tH Aa fni n 


TEN EX s BEAL 

Ea gdzie jest h= CS Fa: = dzik, 

© Z równania (4) wynika: 

B-s 

pus (PD, "fu + fiat + fits HeH fits 
RK (p—Vyfs = fats Leen Zap "ch Pay 
Hr = (PN; = fatı + fale H Ssst HeH frs 
si P-L fam Fame + fosta re fot 
WBU tych równaniach jest ogólnie: 
E df dif 


Ją = dz,” far EH ddr, 


$ 130. 


Twierdzenie. Jezeli równaniom dowolnéj liezby zado- 


.  Syé czyni wspólny system wartości, to ten sam system za- 
5 dosyć ezyni wyznaeznikowi Jakobi'ego tych równań, a skoro 
. te równania są równego rzędu, to ten system także zadosyć 
|. czyni częściowym ilorazom różniczkowym wyznacznika Ja- 


kobi'ego. 


Dowód. Ogólny dowód łatwo wynika z dowodu, który 
prowadzić będziemy na równaniach trzech ngo stopnia z trze- - 
ma zmiennemi. | 


Przyjąwszy następujące oznaczenia : 
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014-458. 0 Gia ad T ha s E ër 6 Ze? 


= E. D 


E OM A d ks 
n = hy 2. dy 32.74 2RS TT zr KI 
| dv dv dv 
$ da OW e KE ch $ 
dw dw dw 


W dy "Ta dz = (33 


możemy pisać za pomocą własności funkeyi jednorodnych : ër 
My > 4439.7] (432 = nu p x , 
of -|- Azay -|- yg = nv , 
; (1319 -- dgy F agaz = nw x » 
„ZA 
Na mocy $ 50 (3) wynika z tych równań: WE 


Ja = Anu 4- Anv + Ay nw 


Z tego równania wynika, iz ten sam system wautości, Ze Ke: 
który wspólnie u, v, w przyprowadza do zera, także i J do | ^ 


zera prowadzié musi. rum e 
Rozniezkujae równanie ostatnie, otrzymamy: Do 
ME. 
dA d. 
Ja vm yu pne etu ELTE Lia Fändel | 
dA, 


Ar dy Um SE Zi End Ee el 5 


dJ % 
Ge eg A > S; Um uon mo 88 A (tdi F adn asd) ` 
Za pomoca $$ 42 i 44 jest: R 


dy Ay F 08 45; F gaan = J 

gdn a Az Azy + 055405; = 0 

gdy + dz Aj F gada = 0 
Ponieważ podług przyjęcia jest: 


u =0Q, v ==(), w = 0 


SER: WC QN 


a 


d 
Ą M 
M CA 
Cé » zc 
T 
i 
e 
] 


COM $ 131. 


Twierdzenie. Jeżeli n równaniom z n zmiennemi wspólny 
system wartości zadosyć czyni i jeżeli (n—1) równań są ró- 
. wnego stopnia, to dla tego systemu pochodne częściowe wy- 
znacznika funkcyjnego wszystkich n funkeyi są proporeyo- 
nalne odpowiednim pochodnym częściowym funkeyi nieró- 
wnego stopnia. 

Dowód. Przyjąwszy te same oznaczenia, które się znaj- 


| dują w ostatnim paragrafie, z wyjątkiem tylko, iż u i v są 
ngo stopnia, w zaś mz? stopnia, mieć będziemy podług osta- 


tniego paragrafu : > 
Jaz = mh m R > mog 4 
T RAyyAyy H 20543 -H Mag Az, 
Ponieważ mamy : 
J= 0, u= 0, v= 0, w= 0 
przeto otrzymamy : 
dJ 
Sab nayyÁi F iA, + 005445; 
Ww podobny sposób przychodzimy do równań: 


EZ = nityo A. + NA; Áo + Tid as As; 


dJ ; 
MEI ndys As F 1455455 -+ mazzAgg 
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Dodac dorówna, irm : 
= SE ES E d = aka A, Ar “ái zb 5443) ik 


TF (25,43, - 04 E 435455) -+ 
-Fm(a;, Ax + ga Aga + 433453) 


PEE EE mJ p 
Rózniezkujae (w) otrzymamy za pomocą własności funk 
en jednorodnych : 
dw d dw RAY 
R Tay Tiu = M RZY $ 


Ponieważ mamy: 
: $0 0| 4 0 Ea, 
zatém być musi: wał 


s EG 
Schuet WA 
lu w = = 

Z tych równań wynika: any. 

dJ M. dJ dw dw dw . ba 


de dy dz dr dn" dz Aer 


$ 132. 


Za pomocą paragrafów ostatnich jesteśmy w stanie wy- 
razić wyniknik trzech równań drugiego stopnia w kształcie 
wyznacznika. NC 

Jeżeli równania drugiego stopnia z trzema zmiennemi są z ; 


ss, oss w=0, 
^ 


to NOE Jakobi ego Kë równań jest stopnia trzeciego, ZS 
RZ 


pochodne częściowe. Ge c są EA ód z" 
onieważ system wspólnych pierwiastków zadosyé czyni ró- 
` wnaniom : 3 E 
E. dJ dJ dJ E: 
| Pe x = 0, v — 0, w=0, z, —0, RTM i 
= przeto można z tych sześciu równań łatwo sześć zmiennych - 
A a? yh 2% wy, tz, yz 
y> . wyrugować i wyniknik danych trzech równań w kształcie 
| wyznacznika otrzymać. d 
KC Rugowanie jest daleko trudniejsze, jeżeli równania dane -. 
$3 wyższego stopnia. Sylwester dowiódł, iż wyniknik zawsze ` 
w kształcie wyznacznika wyrazić można, skoro równania są 
równego stopnia. 
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ROZDZIAŁ X. 


Wyznacznik Hesse'go, własności tego wyznacznika i jego znaczenie : 
w geometryi analitycznćj. 


§ 133. 


Objaśnienie. Jeżeli f przedstawia funkcyą NEE <A 
z n zmiennemi S 
Liz Xa, Wy see dn 


E 


to dla pierwszych i drugich pochodnych częściowych caps 
wadzimy oznaczenia następujące: 


- W fem ds Sn = zada, 


Nonas. z drugich pochodnych funkeyi f tege? d 
nazywamy wyznacznikiem Hesse go, ponieważ ten sławny A 
matematyk używał go we wielu bardzo ważnych badaniach 
Oznaezywszy wyznacznik Hesse'go przez H, mamy: 


Juf2fs Se d 


fn fas = 
(2)... H= ANTE t: 


à i: D 


| -http://rcin.org.pl — > 
Laki SAB je BEŻ REGGAE 


przeto jest H wyznacznikiem symetrycznym. Z równania (2) 
— widzimy, iż H jest wyznacznikiem funkcyjnym pierwszych 
| pochodnych funkeyi f ; przeto musi H mieć własności wy- ` 
znacznika funkcyj jnego. : 


8 134. 


Azję Twierdzenie. Hesse' go wyznacznik funkeyi przerobionéj 
|. jest równy Hesse go wyznacznikowi funkeyi pierwotnéj, po- 
.. mnożonemu przez kwadratowy moduł przerobienia. 


Dowód. Równania przerobienia niech będą: 


Ty = buy, F biya F Pisa H-H Pin 
Tą = boy H boa H dągyg Tre" Pos 
(1)... 23 = bary, + baila -E bąsyg >+" Dorn 


En = iy, + Unaya H Busty LL: Don - 
Moduł przerobienia jest więc: 
by dyzdąg ee Din 
beuecht is baa 
(2) Bo By Bess as 


bnydnadna Mai bon 
à Za pomocą różniezkowania otrzymamy: 
SE? e. At a dn dY dn af dr, 
(UU dydy, — dy,dr, dy, | dy,dr, dy, ! "`" ' dy,dr, dy, 
To równanie zamienia się w skutek równania (1) w na- 
— stępujące : 


38 af d za A d'r ger, j 
- S a De dydy, — dy, da, Pu ay dz, da, bag” EC E E dz, bng 2358 
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néj przez HE, UK S gerett ei | przez H([.), mi 
będziemy w skutek równania (4): 


EE EE 
dy,dz,! dy,dz,! ™ dy,dz, k 
d?f d d'r 


6)... Hf) — | 0211" dnde,’ 7 dydën| p 


- BL ERAT 
dy,dr,! dy,dr," ™ dëtt, 
Daléj mamy: 


df _ df dr, | dfdm |, df ds. 
dy, 7 dz, dy, di; dy, "OU dz, dy, 


albo: 
©. 3E m onti br Pt t 


Różniezkując powtórnie, otrzymamy: 
"Ef GT d d'r 
me dyzda, ` daydz, bw T 3; daądz, heec dz, Zem 


Za pomocą tego równania wynika: 


X SARE c EH: 
ayydz,! dd! ™ dy,dr, 
E à ier Al 
(8)... dy4dr,? das, dyd.r, red Hf.) . B. 


PME C AREE 
dyda, ” dite!  dy,dx, 


Z równań (5) i (8) wynika: 
(9)... H(f,) = H( fz) . PB. 
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B. ss Jeżeli Ró ABA vm jest ose n tj j- jeżeli współ 
Ge czynniki przerobienia odpowiadają warunkom : 


SA cO d + 
RE a5. b? + b3 +- b +. 82 =0 1 
E bada Bpa ys Abbe = O 


St wtenczas jest B = 1, zatém 
E OU. (f,) DE 


3 Bp Jeżeli funkeya f jest mgo stopnia, to Hesse'go wyznacznik N 
przedstawia funkcyą jednorodną »(m—2)z9 stopnia. 


Ze 


8 135. 


cR Inne ważne własności wyznacznika Hesse on wynikają 
 z twierdzenia Euler'a o funkcyach jednorodnych, t. j. z ró- 
| E ous w $ 129: 


s z mf = a + faz fg alla 
! 1AM—NDĄ = futitfiztad-f isst 
(1)... 4 (m — Ufa = fati Legale T fn 


(n—Lf. = fus, Efastta-1- fast]. f ants 


[— 2 m 0-4 e ftd fers 0 


EC fi(m—1)--f gi Mf ire fart 0 
— —jfim—1) bg Ge E O 


RK" fr(—1)-Hfn ty 22 frg A Ann 0 
Wyniknik tych równań jest: 
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=" ` 
; "P < z 
p E Pe Sie x 
s scele z PA corii d AFR Le - 7 
LEW Ze R SFP DT, 


i Gen p, 
fs fu fi» sae f£ 
fu fan Sa» fs 
A 33 P en fan 

albo: 
Ahi 0, fii fas fe 
0 fu fs «fn Dedi E 
De ET] 6f fe |. ofa fem f| 
0, fo, du. T f. fa fa e fe 
albo nareszcie : 


(5)... R = m—1 J.H— X fof Hy, — 0 
pa 


gdzie H,, oznacza wyznacznik, który powstaje z H, e" 
w H opuszczamy pty rząd poziomy i qty rząd pionowy, wska: ` 
źniki pq biorg wartości : 


= 11, 21, 31, 41, ... nl 


albo: 
pa = 11, 12, 13, 14, ... 1n 


zeru, przeto jego odwrotny wyznacznik R! także być musi 
symetrycznym i równy zeru podług $$ 94 i 83. 


Zatóm jest: 
RTR SĘ 
Fi Zu, Fi» PS 
(6)... R'= RZ W Ba e Bil = O 


F, F, nl; Fao, MÄ Fan 2 
Ba = Fo 


Na KAR 88 Aa to t. 
(Tia =F} : e 
Z tego równania Ad 
Fi = Fu: Fin Fu =] Fu. V Fu 
e = Fy. Fo Fe = V Ti 2 VS 
ret. Nx. 
Pä = F. Boa Fig =V Fi. Y ?s | 


OFào— Ra, Be F=lV P, H Fe 
Fi = Fus Fo, Fo = V Fa. V Fo 

Bi Y 
Za pomocą $ 86 i tych równań wynika z równań (1) 
RÀ Biere Se 


a Zeg E x DREW 
Hy: Re Ft s: Ta 
Z téj proporeyi otrzymamy : 


: D z 
©)... ne — ^ Bue Sen H. 


8 136. 


TAR Niech będzie f = 0 całką algebraiczną funkeya (n—1) 
` zmiennych A Lz, gy, ... rwą mz? stopnia, i zastanówmy się 
| bliżćj nad wy sees? 


a fe? 0, fu fs fa; «i fa-1 

Nu n fa du A. fur "EE 

n E E Lë, fan 22 1 UT +. fa, n—i 
E 7 fs: Za, y f ef e f3, n-1 


ez Tai: ID fë, E] f, 3; se fu n—1 
http://rcin.org.pl 
vi Y: y ei TE OON ke? Lei e? "Y. 


i ü $ ^ Bl zo. d ~ da $ rę. wy Leo je e pite c e 

AC: ep AM CORP A e ZEM A PA 

; 8 

| "Bookie f =0 możemy SZR na ten sa * 
. Śri na miejsca zmiennych z,, Ae zs, .. . Eni ilorazy 

dh 2611. echt 


w i pomnożywszy równanie całe przez x”. 
Tn Ta X. á 


Lé 


d 
La 
Aa 


Z przerobionego równania wynika: 
(2)... fir 1 Htr fag furs = mf. 


Za pomocą tego równania możemy wyznacznik przero- - 
bić na inny. 


Naprzód mamy: 


0, Íi f» Bf 
1 (m—1)f,, fiu far farna 
(3)... V = eet (m—2)fz, fas fm : ftn 


(m—1)f. i, y PES 1 Faa 25 doli tb n—1 


Pomnożywszy oprócz pierwszego wszystkie rzędy pio- ; 
nowe odpowiednio przez —2z,, — 15, ... — nı i dodawszy — - 
je do rzędu pierwszego, nie zmienimy przez to, podług $ 49, "<A 
wartości wyznacznika i otrzymamy za pomocą równania WZ 
i $ 135 (1): 


v, fn—mf, fis fa fu 
1 Tu fin a Jin did m Em n—1 
(4)... V = Ge Së Vy fos, Íu: fes " »—1 


EK ny n—1. 1; Jai än e PA 

albo : 
VT E Ke A n—1 
mf fan FET s» fa, 1-1 


©... FS : Hs 
ea 1: EA 23 SECH i 
- 23 
F à ^ S 
ME: 


"E hipilkcin.org.pl 


a ER sa 


$ 


SCH 


a fu: fn, - fr 
+= len fm fw 


f DD 


m—1 > 
Da E CN Le 

fu Jana. +6 JA, a 
pe. mf fn: fa ee ^ 
m—1|: l 


fa—1, 1; f1—1, 3; Ja a 

(m—1)fa  (m—lyfą, ^. (m— Lf. 
: r. i . fu: Me , = h n 
32: (== GT fa USK fa 


f. 1» EN 23 ses f». 2 
= Dodawszy wszystkie rzędy poziome, pomnożone odpo- 
| wiednio przez —2,, —z;, ... 2.1, oprócz pierwszego, do pierw- 

= szego rzędu poziomego, otrzymamy za pomocą $ 135 (1): 
FAT Ma: «s fi; a—i 
mf fu f» , 1. fa, n—1 


Íri, 1; Jai, 2; fan 
Fafisfis fin 
2 fa fonfos ++ Jm 


X 


(m—1): fs aa f 


Ai CA s i 


PARACH 


— 


LONE 
KS 
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także wyznacznik // do zera prowadzić muszą. Pod temi wa- sa 
runkami możemy pisać, kładąc z, = 1, następujące równanie: 
H 8 
(8)... V= (m1) o 
$ 137. 


Zadanie. Krzywość linii krzywych w płaszczyźnie wy- 
razić za pomocą wyznacznika Hesse'go. 


Rozwiązanie. Równanie 


(1)... f=0 t 
z dwoma zmiennemi r, y ma przedstawiać w układzie pro- 
stokątnym współrzednych liniję Ke, Przyjawszy dalej: 


X ps H =f 


3 d? d 

mm. ZĘ = fu i i; m fam fuo qi fn 

mieé e jak wiadomo: 
(4)... c—$:y—r=f:f, 

To równanie wyraża normalną punktu ry na krzywéj 
f — 9, zmienne £y są współrzędnemi bieżącemi uormalnćj. 

Kładąe 
©)... 3(z—5)—fi, XY—N0=M 
otrzymamy z tych równań i z równania (1) za pomocą ró- - 
żniezkowania : 

dr + fidy = 0 

(6)... (r—$)d -+ dr = af,, (y—r)dx + dy = df, 

albo w skutek równań (5): 


a dh "ENO 
(1)... fi = dfi Mda, foz = dfa— My Gë 


http://rcin.org.pl ję Wa. 
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Zary f- 0; den sożmalne przecinają się v w E s 
cola e En. 
d Równaniom (6) i (7) możemy dać kształt następujący: 


fida + fody Sch 
(fj, — Ndz + fiody —> =o 


Jide + (f. aefa T 
Z tych równań wynika: 


EEN A 
A fu. fu =0 
fs fis Ja — h 
0 f, fa 0 f, 0 0 0 f, 
A fufi—23[A^ 9| —»|A 1 fa| = 
fa fala fa fa 1 fa O fos 
0 f, fs 
ALF 1-453 = | Jui 
mi $i _ albo nareszcie : faf ha 
e 0 f, fa 
fa fu faa 
ni, 1=— "AE 


Dla wyrażenia promienia krzywości mamy : 


= (2—8 Lie 


Za pomocą równań (5) otrzymamy : 


s 230093 

0^ == 
H E 

Ztąd wynika dla wyrażenia krzywości 
AD LN AS 
EIL IC 


http://rcin.org.pl | 
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Kładąc w to równanie wartość dla 3. z równania (8). - 
otrzymamy: 
0 f, f, 
fi fuf 
(9)... loo ` huis) 
0 LGT 


W skutek równania $ 136 (8) zamienia sie ta wartość ` 
w kształt uastępujący : i 


Fam fas 


y. iz. Vis fal 
(Hen e 7 n DOS 


$ 138. 


Zadanie. Krzywość powierzchni krzywéj mgo stopnia ` 
dowolnego punktu wyrazić za pomocą wyznacznika Hesse'go. 


Rozwiązanie. Jeżeli f jest funkeya trzech współrzędnych 
prostokątnych x, y, z, albo f = O równanie powierzchni mgo 
stopnia, na któréj się punkt (c, y, z) znajduje, to przedsta- 
wia proporcya : 


(1)... z—5:y2-y:2—6 — fA: fa: f, 
normalną powierzchni (f= 0) w punkcie (x, y, z). Oznaeze- 
nia ostatniego paragrafu przyjmiemy także i w tym paragrafie. 
Z równania (1) wynika: 


(2)... X(z—£) — fy, X(y—1) — fa; X(2—5) = fs. 


Normalne powierzchni punktów (x, y, z) i (x + dz, 
y+dy, z--dz) nie przecinają się w ogóle zawsze, tylko wten- 
czas, gdy punkt drugi znajduje się na linii krzywości, która 
przez pierwszy punkt przechodzi. Przecięcie obydwóch nor- 
malnych (€, y, s) jest centrum koła krzywości dla cięcia głó- 
wnego powierzehni przez punkt (z, y, z) przechodzącego. Pod 


http://rcin.org.pl 


bd 
NP Lum 
VE uU PR t Wi AA de ek DK, go (1, JN 


Ś 
ai 


j 2 aito: 


ów > A LE à NS TUR E EJ dÉ dr i Le Lef ii z, 
` ` e "i 
| tym warunkiem RHONE za pomoog różnjeskowająih” d Led 
(o wmá(2: ` Zap 
żę i). Ge EI — df, ete, T 
4 » j 
"r 


hÈ — rie 
(4). M2 3. E df;-prhdy = 0 


fŻ— df pds = 0 


Z tych równań wynika następujące równanie różniczkowe: 
Jf, df, dz 
fa df, dy 
fs dfs dz 
| które z równaniem rózniezkowém powierzchni 
Y r. 
(6)... fid + fądy fydz = 0 

= wyraża liniję krzywości przez punkt (r, y, z) przechodzącą. 
Z równań (4) i (6) wynika: 


(5)... 


o——09 rds — fü ` dh 
o——5 9 E ies Lie dfe 
0=—RR+fude dg fae 
0——f49 Lal ` Lisch ` cse 
Dla obrachowania wartości ^ otrzymamy z tych równań: 


04 h h 

Í fu—À fiz fis 
afie J22— fag 
ss fa fag —À 


=0 


(8)... 


Ee http://rcin.org.pl 
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: 1 kk Ka fs |__ 
dl 


Ss fis fos fas 
0 f; Ís Of Ís 0 f, f, RÄ A 
^| Kafaofos | 4- | fuas | 4- | fu fin ESO AN d 
Jana fs fis fas ofi fo dä 


AC NC 


Oznaezywszy pierwiastki tego równania przez 3. 
mieć będziemy : 
0 f, fa f, 
Fifi fiis 
f. de 127: n 23 
(10)... af x c PUTES 
fiata 


Jeżeli odległość punktu (z, y, z) od punktu (5, d A 
przez ę oznaczamy, wtenczas mamy: 


(11)... e? = (2—8)3+-(y—7)*-(2—5)? 
To równanie zmienia się za pomocą (2) w następujące 
(12)... 3o = V FFFA 


Z równania (10) wynika, iz o ma dwie wartości o' io" 
zatćm możemy pisaé: p 


EE | 
Krzywość A punktu (æ, y, z) jest jak wiadomo — 


po W 
(De qe AFAFA 
albo za pomocą Me 
0 fi h fs 
Fifufizfis 
Paf izfzhs 
(15)... um s sfissa 
"ge GRAM 


A llrcin.org.pl ` 
ten Mt BORA 


Fufafisfis 
Fisfanfos fos 
Dan fas fi 

1 fu alan 


Uer ge (mA 
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Wniosek. W punktach przegięcia krzywéj w plaszezy- 

_ śnie mamy krzywość niezmiernie małą lub promień krzywo- 
. ści niezmiernie wielki; w tym przypadku być musi: 

H=0. 

i^. Punkta przegieeia znajdują sie wier na krzywych f= 0 

= i H — 0, liczba takich punktów musi być zatém 3m(m — 2). 

Punkta przegiecia na powierzehni znajduja sie na oby- 

dwóch powierzchniach f=0 i H — 0, zatém w przecięciu 

= tych powierzchni mgo i 4(m —2)go stopnia. Punkta te two. 

= rzą liniję przegięcia. 


$ 140. 


Jeżeli wyznacznik Hessego H identycznie znika, wten- 
czas mamy : 


(1)... Hyyfpi-1- Hysf pa 1- Hys fps 17.17 Hyn fm =H=0 


(2)... Hm fach Dan Flank m = 0 ($ 44) 


JE 4 
uj; n ^ dH 

fa d „A ^ "ZA =H 
BA gdzie jest Pa m 


Z powodu tych równań sprawdza sie równanie : 


(3)... Haafen an = 0 
| dla wszystkich wartości q = 1,2,3,...n, zatóm i dla q = p. 
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A Y $ 
DoE ZER R DW B rb za » ^L 


dÉ 2, d i i 
; z równania (3) zaa n NĄ, które są tien 
ze względu na ilorazy różniezkowe H, Ha, Hps ete. | ei B 


Ponieważ te równania wszystkie są identycznie równe — 
zeru, przeto muszą mieć ilorazy różniezkowe Hy, Hp, Hp 
ete. wspólny czy nnik M stopnia ugo, eo się tyczy zmiennych. ——— 
Zatóm możemy pisać: a 

(4)... Hp = aM, Hp = gl, H,; = aM ete. 


gdzie ay, 44, a, ete. są ealkiemi funkeyami jednorodnemi ts 
stopnia de 

(n—1)(m—2)—uso, 
które żadnego czynnika wspólnego nie mają pomiędzy sobą. | 


Na mocy podstawień (4) zmienia się równanie 8) 
w nastepujące: 


(5)... a falta fia lta fil. «Fanfan R i í AB 


Z tego równania odebrać możemy n równań, kładąc D 
q=1,2,3...n t 


Pomnożywszy równanie (5) przez c,, otrzymamy: 
(6)... a, fatu la fitus fit edet f, = 0. 


Włożywszy w to równanie na miejsce q wartości ` 
1, 2, 3... n, mieć będziemy: 
d fp det fiori Hafith. infini = 0 
(V fo a a fia I5 font lose t fona = O 
(0)... 4 ti fits lta Fanta s faga T otn fins = 0 


ou nynt lafy n3n-1-tts. f, naa f; nnn = 0 


Dodawszy te równania do siebie , otrzymamy 
- względu na 


Ned -FIopta + fats eck ant = (m—1)/, 


24 


A^ 
U 


SEL .. http://rcin.org.pl 


(Bk. WEZ EPA 14) + af, =0 


E z tezo równania wynika za pomoca rózniezkowania ze 
Bar względu na równanie LE 


da, 


da, dag 
(0)... dic A qe d ef = 0 
Dla 4 = 1, 2, 2...» wynika system równań , któryea 


34 Beck 
da, da, ` da, 


(10)... |02 dë d p 


.. koniecznie musi być równy zeru. Z tego wyznacznika otrzy- 
' mamy za pomocą oznaczenia : 


R z n równań się składający. 


zań 


. Różniezkując równanie (5) podług z;, mieć będziemy: 
ue, Där ma afa + |= 
=— Dia + aaen -H agfa dol anfans) 


ŻW (dn. org. pl : 
M ica ak MOWĘ 


db 
dr, 
. następujące równanie: 
M da da da 
| (11)... aD Mig | 7 p3 dz, t u Dna, = 0. 
p Z tego równania wynika dla p = 1, 2, 3... system. i 


e 


M rs 


: L x m Sit. f». E. 


gdzie oznacza 


Prawą stronę równania (12) oznaczmy pizez wa 
mieć będziemy : 


da da, dan 
(13)... 5 dz a NC? - feet das —M fq. = a 


Pomnożywszy to równanie przez Dj, STAT 


ECK 
> 


e da dag da, 
(14)... Da zz fa t Da gz fart Da qo fo = Tage ` C 
Włożywszy w to równanie na miejsce k wartości 1, 2 vi 
3..n, otrzymamy n równań. Skoro te równania do siebie ` * 
dodamy, lewa strona tćj sammy znika w skutek równania ` 
(11) i otrzymamy: 


(15)... Dpywqą + Drawa + age >. Date = 0 


Jeżeli w tém równaniu dajemy wskaźnikowi p warto- ` 
ści 1, 2,3... n, otrzymamy system równań, w których współ: ` 
BEA są równe współezynnikom odpowiednim systemu — 
równań (11), przeto muszą być zmienne: 


L4 


Waly Waa ete. 


proporcyonalnemi z 


da, da 
— ete. 
da,” des © ; 
T tojest 
+ doa da, 
16)... —= w > = Wg ... (77 = 
( ) 913 dr 421 d 43 dr, qn 


Te równania wtenczas istnieją, skoro nie wszystkie ilo vd ta 

razy różniezkowe ilości a, znikają i skoro taka wartość © 

t dla q istnieje, dla któréj (w) nie jest równe zeru. d. 4. 
Pomnożywszy równania (16) odpowiednie przez zy, z, — 

©... La i dodawszy je do siebie, otrzymamy: og 


| T: pw K 
an. Biz st SCC mudo 


= war, F Walo E tan 


VE Ponieważ a, jest funkeya (n—1) (m—2) — ugo stopnia, 
E degen zmienia się równanie (17) w następujące: 


| (18)... ((r—1)(m—2)—uear=Wyg, irs tg 
LAM 
| Ponieważ mamy podług (12): 


wat = — | forF foam. FH an fin ati) 
kel Ca PERCGES faifai tot tafatt. an fn 2ta) 


EAE TT (417 fer ]- o fia nn p] fen) 
E przeto otrzymamy, dodajae te równania do siebie: 
Ah 

(19)... wątyWęgTa-|-..-Vgnln — 
= — (m—2)X(a, fatafata fig an fan) 


x: Prawa strona tego równania znika na mocy równania 
+ 6), zatóm wynika ge równania (18): 


(20)... [(n—1)(m—2)—ulear= 


. Ponieważ ani e ani a, nie są równe zeru, przeto być 


(€ 


Ka musi: 
(n—1)(m—2) =u 
3 Z tego równania wynika, iż w równaniach (4) Hp, i M 

ros równych stopni, zatém być muszą ilości ay, dą, Ag ... @n 
: (decimi stałemi. 


Jeżeli wszystkie (w) znikają, równanie (13) zmienia 
dë się na: 


(21)... iat qr Se to Erde 
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Z tego równania wynikają n równań dla q = 1,2,3...n, - | 
które mają te same wspólezynniki ze systemem równań po- 


wstajaeym z równania (5) dla q = 1, 2, 3... n. Zatém 
być musi: 


da, da da, ` 
(22)... Me 1d, — 3 dz," Ndz = us T T ES 


gdzie X jest funkcyą zmiennych 24, dą, £g.. Ae, którą ma 
być oznaczoną. 


Za pomocą całkowania otrzymujemy : 
(23)... a, = ell , C, a, —e la, (2, ... a edt... 


Ponieważ stałe C,, Cz, Cz, ... C, zmiennych «4 w so- 
bie nie zawierają, przeto funkcye ay, az, ay, ... a, musiałyby 
mieć wspólny czynnik e/*%, eo się naszemu przyjęciu sprze- ` 
eiwia; zatém być musi: 


(24)... A =0. 
Z tego wynika, iż ilorazy różniczkowe (22) wszystkie 
muszą być równe zeru, t. j. ilości gu, d3, az, ... an są stałemi. 


Na mocy równania (8) 


(25)... afi Toto flt f H-H mf - 0 
wynika zatém twierdzenie następujące : 


Jeżeli wyznacznik Hesse eo ealkiéj funkeyi jednorodnéj 
z n zmiennemi identycznie znika, istnieją zawsze n stałych 
takich, z któremi mnożąc pierwsze pochodne częściowe i ilo- 
czyny dodając, otrzymujemy summe, która identycznie musi 
zniknąć. 

Stałe a,, d2, ag, ... a, wynikają z równań: 


Hy —a,M, H,5—«.,M, ese H,„=a,M, 
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|... Twierdzenie. Jeżeli Hesse'go wyznacznik funkcyi z n 
` zmiennemi identycznie znika, można zawsze tę funkeya prze- 
` robić na inną funkcyą jednorodną z (n— 1) zmiennemi za 
p omoócą linijnego podstawienia. j t 


Dowód. Podstawienie niech będzie: A 


DFA FA 1292-04 3317 T- ann 
4 yyy ioy- oss 1-17 nn + 5 


Ba Antyanta Hanss TT lf ~ " 


bo 
„W współczynniki przy y, stojące wynikają z równań b 
28 140 (326). e o 
eg W skutek tego podstawienia mieć będziemy za pomocą ACE 

. różniezkowania : 


p. df _ df àt, | df de, 


dy d dy, ! dr, dy, | | dz, dy, 


Eso: To równanie zmienia sie w skutek : 


E A A 

i dz, EU» 
Se 

4 — = 

dy i: 


DS e następujące : 


F4 = af, + gf + 09/3 s as f. — 0 ($, 140, 25). : 


w E^ Ponieważ iloraz różniczkowy podług y, znika, zatém ` ` 
we funkeyi przerobionéj zmienna y; znajdować się nie może. KA 


- Jeżeli f= 00 wyraża. tt lub Stadt? i 
znacznik Hesse go znika identycznie, to dowodzi, iz 
lub powierzchnia składa się z samych punktów Séi : 

Jeżeli wyznacznik Hesse'go identycznie znika, ub rza 
jednorodną funkeya f = O z trzema lub czterema zmiennem d 
przerobić na funkcyą jednorodną z dwoma lub trzema zmien- 
nemi, eo nam dowodzi, iz funkcya f = O przedstawia. Sy: o 
stem n prostych lub powiersthwią ostrokręgową. 


